Quadrupelfolgen*

Vorbemerkung (PB)

Die folgenden Abschnitte enthalten Passagen aus den fragmentarischen Manuskripten 73
und 136 von Georg Glockler. Diese gehoren zu demselben Themenbereich wie das Manu-
skript 189 (Wechselseitige Beziehungen zwischen pythagoriischen Tripeln und Quadru-

peln).

1 Elementare Beziehungen zwischen Quadraten (73)

Uber Quadratsummen ist aus der Literatur vieles bekannt. Einige der wesentlichen Tat-
sachen seien kurz angefiihrt.
1. Die natiirliche Zahl n kann dann und nur dann als Summe zweier Quadratzahlen
u? und v? dargestellt werden, wenn n = ng - n% ist, wobei ng keine Primfaktoren
der Form 4m + 3 enthalt.

2. Jede natiirliche Zahl kann als Summe von vier Quadratzahlen dargestellt werden
(Satz von Lagrange, sog. Vierquadratesatz).

3. Das Produkt von zwei Zahlen, die durch eine Quadratsumme dargestellt werden
koénnen ist selber wieder durch eine Quadatsumme darstellbar, und zwar auf zwei-
fach vrschiedene Weise:

(uf + 1) (uj +v3) = (urus + v102)? + (urve — ugvr)?

= (ugv; + u1v2)2 + (uug — U11)2)2

4. Eulersche Identitat: Das Produkt aus zwei Zahlen, die sich jeweils durch eine Qua-
drupelsumme darstellen lassen, ist selber wieder durch eine Quadrupelsumme dar-

*Undatierte Manuskripte Nr. 73 und 136 aus dem Nachlass von Georg Glockler, iibertragen von Peter
Baum, p.baum@posteo.de im April 2020.



stellbar:!

(uf +vf +wi+1t]) (ud +v3 +ws +13) = A>+ B>+ C? + D?
A = ujus + v1v9 + wiwso + t1to
B = ujvy — ugvy + wity — waty
C = uiwy — wiug + t1vg — tovg

D = ujty — ugty + viwe — wivg

2 C) Berechnung von Quadrupelfolgen (73)

Berechnung von Quadrupelfolgen u?2 + v2 + w2 = ¢2 mit der Eigenschaft
Vp — Uy = €1 = const

Wy, — Uy, = €y = const

fir allen=1,2,3, ---.
Ausgangspunkt sei dabei immer ein ganz bestimmtes pythagoraisches Zahlenquadrupel.

In unseren Beispielen unter B)? sind es die folgenden Zahlenquadrupel:
2%+ 6%+ 9% =117 2% +10% + 257 = 277
Algebraisch werden die zugehorigen Folgen wie folgt erfafit:
22 4 (244)% + (24 7)% =112 22 (24 8)% + (2 +23)% = 272
up + (un + 4)* + (un +7)° = g a2, + (am +8)* + (am +23)% = p2,
Daraus folgt
3¢2 — (3u, +11)* = 74 3p2, — (3am + 31)* = 818 (1)

Daraus ergeben sich die zugehorigen Losungsfolgen in Tabelle (1).
Damit lassen sich die unter B) beschriebenen Quadrupelfolgen berechnen.

Bei genauem Hinschauen auf diese Tabellen erkennt man rein empirisch, daft nur 2 Lo-
sungspaare des Anfangswertes erforderlich sind, um daraus rekursiv alle iibrigen Paare
bestimmen zu kénnen. es ist ndmlich

11=2-5+1 41 =2-17+7

31=2.9+13 91 =227+ 37 (2)
39=2.11+17 147 = 241 + 65

115 = 2- 31 + 53 337 =2-91+ 155

!Die Bezeichnung ,Eulersche Identitét* meint iiblicherweise einen anderen Sachverhalt, ndmlich die
Gleichung '™ = —1 (PB).
2Der Abschnitt B) fehlt im Manuskript 73 (PB).



Gn | Bun+11] uy | pn [3am +31] am |

5 1 17 7 -8
9 13 27 37 2
11 17 2 41 65
31 93 14 91 155
39 67 147 253 74
115 199 337 083 184
145 251 80 047 947
429 743 244 | 1257 2177
541 937 2041 3535 1168
1601 2773 4691 8125 2698
2019 3497 1162 | 7617 13193
5975 10349 3446 | 17507 30323
28427 49237 16402
65373 | 113167 | 37712

Tabelle 1: Lésungsfolgen

Kommentar(PB) Bei den Gleichungen (1) handelt es sich um Pell’sche Gleichungen der
Gestalt
y? — 32> =N
<y+\/§x> (y—\/§x> =N

Ihre Lésung gewinnt man durch die Zerlegung im Integritdtsring 7 [\/ﬂ Im Fall
N=-74=-2.37 ist

_2.37 :(1+f)( f) <7+2\/§) (7—2%5)
(v+V3e) (v v3a) = (1+3) (T+2v3) (1-V3) (7-2-V3)
(v+v3a) (y=V3e) = (T+6+ (T+2)V3) (746 (T+2) V3)

(v+32) (y- v3z) = (13+9v3) (13- 9v3)

also ist y = 13 und x = 9 eine Losung. Weitere Losungen erhdlt man nach einem

3 won Gerhard Kowol durch

Yn + 32y = (2 + \/§)n (13 n 9\/5)
v+ V3, = (24 \/§)n (13-9v3)

Hinweis

3Siehe Héiberlein: ,Rekursive Erzeugung derPythagordischen Quadrupel nach Georg Gléckler* S. 44 ff.



also
(v1;21) = (1;5) (vh:25) = (17;11)
(Yo; w0) = (13;9) (y1;21) = (53;31)

und somit in der Tat die Zahlen in der Tabelle (1) von Gléockler, wobei hier nur die
positiven Werte notiert sind.
Wegen

Yn + \/§$n = (2Yn—1 + 3xn—1) + (Yn—1 + 22p—1) V3
erhdlt man die Rekursionsformeln

Yn = 2Yn—1 + 3Tn—1
Ty = 2Tp—1+ Yn-1 (3>

und

Yn—1 = 2Yn — 3Tp
Tp—1=2Tp — Yn (4)

Immerhin hat Glockler in (2) die zweite Rekursionsformel x,, = 2xp_1 + Yn—1 T€IN
empirisch gefunden. Im Manuskript 136 (siehe Abschnitt 5 auf Seite 7) hat er auch
die erste Rekursionsfolge angegeben. Wie er tiberhaupt die Losungen der Gleichung
(1) gefunden hat, geht aus den Unterlagen nicht hervor.

Fir N = =818 = —2-409 = (14 +/3) (1 —v3) (22+5V3) (22 —5V3) erhiilt

Y + V3 = (2 + \/§)n (37 n 27%5)
yl + V32, = (2 + \/§)n (37 - 27x/§)

also die Losungen (yo;xo) = (37;27) und (yj; ) = (37; —=27), und daraus erhdlt
man mit den Rekursionsformeln (3) und (4) alle anderen Lésungen.

3 D) Komplementdre pythagordische Quadrupel (73)

In unseren vorangehenden Tabellen unter C) fiir die Losungspaare fillt auf, dafs nur
die Hélfte der Losungen brauchbar sind. Die zunédchst unbrauchbaren Lésungen weisen
aber auf eine zweite pythagoriische Quadrupelfolge hin, die wir im Verhéltnis zur ersten
komplementér nennen wollen.



Auch hier ist es am besten, wenn wir von einem Beispiel ausgehen.

Gegeben sei das folgende Quadrupel
u? + 0% +w? =t
22 +3°+6° =1
Durch
a? + 0% + ¢ = d?
122 +15% + 16% = 257

ist ein zweites Quadrupel gegeben, das zu dem ersten in einer besonderen Beziehung
steht. Es gilt ndmlich

v—u=c—b=1
w—v=b—a=3

Quadrupel, die in einem solchen Verhaltnis zueinander stehen, wollen wir komplementéar
nennen. Wir fithren dazu die Bezeichnung <= ein. Es ist also z.B.

12 4 8% + 322 = 332 — 4% 4+ 282 + 352 = 452

Mit den Ergebnissen unter B) kénnen wir dann zusammenfassend sagen: Zu einem gege-
benen pythagoraischen Zahlenquadrupel gehort

1. immer eine ganze Folge mit gleichen Basisdifferenzen und
2. eine Folge komplementéarer pythagoraischer Zahlenquadrupel.

Ausgehend von unserem obigen Beispiel wollen wir kurz das ganze Berechnungsschema
fiir die Ermittlung solcher Folgen beispielhaft darstellen:

Gegeben sei
2°+3°4+6° =7
Dann ist
tp + (n + 1) + (un +4)* = g

a2, + (am +3)2 + (am +4)" = ¢,

Daraus folgt
3¢2 — Bun +5)? = 26 = 3¢2, — 3am + 7)*
Es gilt also im wesentlichen die Losungs-Werte-Paare der Gleichung
3¢ — p?> =26

zu bestimmen, um damit die pythagoraischen Zahlenquadupel berechnen zu koénnen.
Daraus ergibt sich das Berechnungsschema in Tabelle 2.



[ 2@t +@nt+9°=¢ | wn | a | p | am | a2t (@mtd’ +(an+4 =2 |
3 1 -2 (—2)2 +12 422 = 32
5 7 0 0% +32 442 =52
22 +32 462 =72 -2 7 11
82 4+ 92 4122 =172 -8 17 29
25 43 12 122 + 152 + 162 = 252
63 109 34 342 + 372 + 382 = 632
522 + 532 + 562 = 932 52 93 161
1342 4 1352 + 1382 = 2352 134 235 407
347 601 198 1982 4 2012 + 2022 = 3472
877 1519 504 5042 + 5072 + 5082 = 8772
7462 + 7472 + 7502 = 12952 746 1295 | 2243
18882 + 1892 + 18922 = 32732 1888 | 3273 | 5669
4833 | 8371 | 2788 27882 + 27912 4 27922 = 48332
12215 | 21157 | 7050 | 70502 + 70532 + 70542 = 122152
104122 4+ 104132 + 104162 = 180372 | 10412 | 18037 | 31241
263182 + 263192 + 263222 = 455782 | 26318 | 45578 | 78959

Tabelle 2: Berechnungsschema

Kommentar(PB) Fiir N = —26 in der Pell’schen Gleichung y* — 32> = N ergibt sich
nach dem im Kommentar zum Abschnitt 2 beschriebenen Verfahren wegen

—2:13=(1+V3) (1-V3) (5+2V3) (5-2v3)
Un + 32y = (2+x/§)n (11+7\/§)
v+ V3, = (24 v3)" (11 - 7V3)

mit den Losungen (yo; xo) = (11;7) und (y4; x() = (11; =7), und daraus erhdlt man
mit den Rekursionsformeln (3) und (4) alle anderen Losungen.

4 D) Komplementdre pythagordische Quadrupelfolgen (136)

In unseren vorangehenden Tabellen® fiir die Losungspaare fillt auf, daff nur die Hilfte
der Losungen brauchbar sind. Diese zunédchst unbrauchbaren Losungen weisen aber auf
eine zweite p.Q.F. hin,, die wir im Verhé&ltnis zur ersten komplementir nennen wollen. Ein
zu einem Quadrupel komplementéres Quadrupel ergibt sich einfach durch Austausch der
Differenzen zwischen der Basiszahlen des Quadrupels. Ein Beispiel zeigt das am besten.

u? + 0+ w? = ¢

22432 4+62="12

“Ich habe sie im Manuskript 136 micht gefunden (PB).



Komplementére Tripel:
al +b2+c=d:
122 + 157 + 16* = 25
34% + 377 + 38% = 632
198% 4 201% 4 202% = 3472
504% + 507° + 508% = 877>
Zu jedem pythagoriischen Zahlenquadrupel gehort also eine ganze Folge von komple-
mentiren Quadrupeln,® fiir die gilt:
v—u=1=¢, — b,
w—v=3=b, —ay
Damit kénnen wir z.B. eine der unter C) beschriebenen Tabellen durch die entsprechenden
komplementiren Quadrupel vervollstéindigen.b
w2 + (U +4)* + (un +7)° = @2 = a2 + (an +3)° + (an + 7)°
3¢2 — (un + 11)° = 74 = 3¢2 — (3a,, + 10)°

[ o] a0 [Bunt11 [Bunt10 [ wn |

1 5 1 -3 (—3)2 402442 =52
2 9 13 1 12 442 482 =92
+4122 462 + 92 = 112 3 11 17 2
4 31 53 14
5 39 67 19 192 + 222 4 262 = 392
6 | 115 199 63 632 4 662 + 702 = 1152
802 + 842 + 872 = 1452 7 | 145 251 80
8 | 429 743 244
9 541 937 309 | 3092 + 3122 + 3162 = 5412
10 | 1601 2773 927 9272 + 9302 + 934216012
11622 + 11662 + 11692 = 20192 | 11 | 2019 3497 1162
34462 + 34502 4 34532 = 59752 | 12 | 5975 10349 3446

Tabelle 3: Loungen

5 E) Eine Zwischenbetrachtung (136)

Es ergibt sich unmittelbar die Frage nach den natiirlichen Zahlen n, fiir die diese Glei-
chung primitive Losungen hat.

®im Original steht , Tripeln“
6Sieche Kommentar (PB) im Abschnitt 2.



Die folgenden kleinen Tabellen geben eine erste Ubersicht iiber die moglichen Losungs-

paare solcher Gleichungen:

1307 —y? =2 |32 —¢y? =11 [32”—4y*=8183 | [ 327 —y* =1586

L, Yn Tn Yn In Yn In Yn

1 1 3 4 53 17 23 1

3 ) ) 8 61 55 25 17
11 19 10 17 89 125 33 41
41 71 18 31 123 | 193 45 67
153 | 265 37 64 177 | 293 47 71
571 | 989 67 116 303 | 517 67 109
2131 | 3691 138 | 239 493 | 755 107 | 181
7953 | 13775 250 | 433 647 | 1117 157 | 269
29681 51409 o515 | 892 1123 | 1943 165 | 283
110771191861 933 | 1616 1633 | 2827 243 | 419

Tabelle 4: Losungspaare

Die Erstellung solcher Tabellen wird wesentlich erleichtert durch leicht erkennbare rekur-
sive Beziehungen unter den Wertepaaren. Wir wollen sie kurz notieren:

(1) (2) (3) (4)
Ty = 2Tn—1+ Yn Tp = 2Tn—92 +Yn—2 Tpn =2Tpn—3+Yn-3 Tpn =2Tp—4+ Yn—u
Un =3Tn-1+2Yn—1 Yn=3T+2UYn—2  Yn =3Tn-3+2Un-3 Yn =3Tp-a+2Yn—a
n > 2 n >3 n>3 n>4

Tn = 2Yp—1 + Tn—2 Tn =2Yp—2 +Tn—a Tn =2Yp—3+ Tpn—¢ Tn = 2Yn—4 + Tn—g

n > 2 n>4 n>6 n > 8

Diese Formeln lassen sich durch einsetzen in die Ausgangsgleichung beweisen.” Es ist

dann z.B. fiir (1)

3221 — Y21 =320 +yn)® — (3zn + 2yn)°

= 1222 + 122,yn + 3y2 — 922 — 122y, — 492

= 3a7, —y,

"Es scheint so, dass Glockler die Rekursionsformeln empirisch gefunden hat. Wie man sie herleiten
kann, ist im Kommentar zum Abschnitt 2 beschrieben (PB).
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