Primzahlen und pythagoraische Tripel

Georg Glockler®

1 Einfiihrung

Zu den beriithmtesten Primzahlen zéhlen diejenigen, die mit dem Namen zweier grofser
Mathematiker verbunden sind. Es sind dies die Fermat’schen und die Mersenne’schen
Primzahlen. Diese Primzahlen beziehen sich auf zwei klassische mathematische Probleme:

1. Welche regulidren Vielecke lassen sich mit Zirkel und Lineal konstruieren?

2. Welche natiirlichen Zahlen sind vollkommen, das heifst, bei welchen Zahlen ist die
Summe ihrer Teiler (sie selbst ausgeschlossen) gleich der Zahl selbst?

Die Fermat-Zahlen haben die Form

F,=2"+1
und die Mersenne-Zahlen lauten

M,=2" -1

F,, und M, sind nicht fiir alle n Primzahlen. Aber in den Féllen, wo sie es sind, bestimmen
sie die Losungen der beiden obigen Fragestellungen, und zwar in folgender Weise:

Ist Fj,eine Primzahl, so ldsst sich ein re- Ist M, eine Primzahl, dann ist
guldres Vieleck mit dieser Primzahl als 2n=1 (2" — 1) eine gerade vollkome-
Seitenzahl konstruieren. ne Zahl.
n| F, |n [ M, [2771(2"-1) |

0 3 2 3 6

1 5 mit Zirkel und 3 7 28

2 17 Lineal 5 31 496

3 257 konstruierbar 7| 127 8 128

4 | 65 H37 13 | 8191 | 33 550 336

Dies sei hier nur kurz andeutend erwahnt. Eine wesentlich einfachere Bauart haben die
folgenden Primzahlen, deren Eigenschaften wir untersuchen wollen.

*Undatiertes Manuskript Nr. 152 aus dem Nachlass, iibertragen von Peter Baum



2 Eine elementare Dreigliederung im Bereich der Primzahlen

Im Folgenden konstruieren wir 3 sich gegenseitig ausschliefsende Typen von Primzahlen:
pr=4n+1 p2=8n—1 p3=8n+3

Um welche Primzahlen es sich dabei handelt und welche Bedeutung ihnen zukommt lasst
sich am besten anhand einer Tabelle erkennen. In der vorliegenden Tabelle nehmen wir
noch de Typus ps = 8n + 1 hinzu. Die Primzahlen dieses Typus sind natiirlich im Typus
p1 enthalten. Sie bekommen aber in einem speziellen arithmetische Zusammenhang ihre
eigene Bedeutung.

]n\p1:4n+1 p=8n—1|p3=8n+3 | ps=8n+1
0 3
1 5 7 11
2 19 17
3 13 23
4 17 31
5 43 41
6 47
7 29 59
8 67
9 37 71 73
10 41 79 83
11 89
12 97
13 53 103 107
14 113
15 61
16 127 131
17 139 137
18 73
19 151
20 163
21 167
22 89 179
23
24 97 191 193
25 101 199

Tabelle 1: Primzahltypen

Die Gesamtheit der Primzahlen p1, ps und p3 umfasst alle Primzahlen. Worin sich die
3 Primzahltypen unterscheiden ist unmittelbar nicht ganz offensichtlich. Eine genaue



Untersuchung ergibt aber das Folgende:

p1: Fiir alle Primzahlen dieses Typs bendtigt man mindestens 2 Quadratzahlen um sie
als Summe dieser Quadratzahlen darstellen zu kénnen:

5=17+2? 13 =2%+32 17=1%+42 ete.
ps: Fir eine entsprechende Darstellung bendtigt man mindestens 3 Quadratzahlen:
3=12+1"+1° 11 =1%+1%+43? 19=2>+3"4+3>  etc
p2: Fiir diese Primzahlen benétigt man mindestens 4 Quadratzahlen:
T=12+17+12422 23=124+22+32+32 31=1241%+2%+5

Bemerkung 1. Die Primzahlen des Typs p3 sind Spezialfdlle der natiirlichen Zahlen der
Form z = 4™ (8n + 1), die sich alle nur durch 4 Quadratzahlen darstellen lassen. Die
Folge beginnt mit 7, 15, 23, 28, 31, 39, 47, 55, 60, 63, 71, 79, 87, 92, ...

Es ist leicht einzusehen, dass mit Ausnahme von 6 alle vollkommenen Zahlen dazugeho-
ren.

3 Die Primzahlen p3; und p; und die primitiven Zahlentripel

Pythagoraische Zahlentripel sind drei natiirliche Zahlen x,, y, und z,, die durch die
Beziehung x2 + y2 = 22 miteinander verbunden sind. Man nennt diese Tripel primitiv,
wenn x, und y, keine gemeinsamen Teiler (> 1) besitzen. In allen anderen Féllen nennt
man sie imprimitiv.

In der Tabelle 2 auf Seite 6 sind die ersten 52 primitiven pythagoréischen Zahlentripel
aufgelistet, und zwar in der Reihenfolge z, > z,_1. Man bemerkt insbesondere die zu
jedem Tripel gehorigen Werte der Basisdifferenzen y,, — x,, und die Basissumme x,, + yy,.

Der ausfiihrlichen Tabelle 1 auf der vorherigen Seite kdnnen einige interessante Tatsachen
entnommen werden:

1. Unter den natiirlichen Zahlen der Form 4™ (8n — 1) sind die am Anfang unserer
Darstellung schon erwédhnten Mersenne’schen Zahlen und natiirlich dann auch die
speziellen Mersenne’schen Primzahlen (7, 31, 127, 8191, ...).

2. Abgesehen von der vollkommenen Zahl 6 sind alle weiteren vollkommenen Zahlen
(28, 496, ...) nicht durch eine Summe von drei Quadratzahlen darstellbar:

28=124+12+124+52=12+32+32+32
496 =22 + 102 + 142 + 142 =42 1+ 42 1+ 82 1 202 = 102 + 10% + 10% + 142

Man kann beweisen, dass jede natiirliche Zahl durch eine Summe von héchstens 4
Quadratzahlen darstellbar ist (sog. Vierquadratesatz).



4 Eine zweite Charakterisierung der Primzahlen p3

Der Blick auf die Tabelle 2 auf Seite 6 der ersten sog. primitiven pythagoraischen Zahlen-
tripel zeigt unmittelbar, in welchem Zusammenhang die Primzahlen ps konstitutiv sind.

Pythagoraische Zahlentripel sind drei Zahlen x,, ¥y, und z,, die durch die Beziehung
2

72 4+ y2 = 22 miteinander verbunden sind. Man nennt sie primitiv, wenn z, und yj,
teilerfremd sind, in allen anderen Fillen imprimitiv.
Die Tabelle weist uns auf folgende Gesetzmafigkeiten hin:

1. Die Basissummen z,, + %, und die Basisdifferenzen y,, — x,, sind bei allen primitiven
pythagoréischen Zahlentripeln Primzahlen der Form ps und p4 oder Produkte aus
diesen.!

2. Alle auftretenden Basissummen x,, + ,, treten an anderer Stelle auch als Basisdif-
ferenzen auf.

3. Zu jeder Basisdifferenz y,, — x,, gehoren unbegrenzt viele Tripel, dagegen zu jeder
Basissumme endlich viele. Ist z.B. z, 4+ y, eine Primzahl, dann geho6rt zu ihr nur
ein Tripel. Dazu ein Beispiel (Basissumme und Bassdifferenz = 7) :

32 442 = 52 52 4+ 12% = 132
82 4+ 152 =177
48% + 55% = 732
652 4+ 72% = 97>
2972 + 3042 = 4352
3962 + 403% = 565>

Ist z.B. die Basissumme ein einfaches Produkt aus den Primzahlen ps und py4, so
gehoren zu ihr 2 Tripel mit dieser Basissumme, aber natiirlich unbegrenzt viele
mit der gleichen Basisdifferenz, welche dieser Basissumme entspricht (Beispiel fiir
Summe und Differenz = 119 =7 - 17):

392 + 80% = 89* 242 4 1432 = 1452
20% 4+ 992 = 1012 49% +168% = 1752
572 + 1762 = 1852
180% + 2992 = 3492
2612 + 380% = 461°
4812 + 600% = 769>

6602 + 7792 = 10212

! Dies folgt nach etwas Rechnung aus der Parametrisierung « = a®>—b%, y = 2ab mit der Nebenbedingung,
dass a und b nicht beide zugleich gerade oder ungerade sind. (PB)



4. Die Primzahlen p4 sind in 2-facher Weise konstitutiv. Sie konnen einerseits als
Summe zweier Quadratzahlen charakterisiert? werden. Andererseits treten sie als
Basissumme bzw. Basisdifferenz bei primitiven pythagoriischen Zahlentripeln auf.

17 = 1% 4+ 42 52 + 122 =132 72 4 942 — 952
282 + 452 = 532
882 + 1052 = 1372

41 = 4% + 52 202 + 212 = 292 362 + 77% = 85>
392 + 802 = 892
3192 + 3602 = 4812

73 =32 + 82 282 + 452 = 532 442 + 1172 = 1252
952 + 1682 = 1932
4552 + 528" = 6972

2Jede Primzahl vom Typus py ist auch eine Primzahl vom Typus p1, aber nicht umgekehrt. Letztere sind,
wie Glockler im Abschnitt 2 richtig betont hat, dadurch charakterisiert, dass sie alle als Summe von
nur zwei Quadratzahlen darstellbar sind. Die Primzahlen p4 sind also nicht die einzigen Primzahlen
mit dieser Eigenschaft. (PB)
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Pythagoreische Tripel und Primzahlen

z

az+h? az-b?+2ab

13
17
25

41

137

221

241
245
257
265
265

289
305
313

X+y

17
31
41

17
49
73

89
7o
103
a7
113
119
137
119
151
127
161
183

167
1891
217
217
199
233
257

£L3

289

241

337

x-y
a2 —b?-2ab
1
17

17
49

103
199

337
217

Tabelle 2: primitive Tripel

Primzahl mod 8

137
193
233
241
257
281
313
337
3563
401
409
433
440
457

=3
3
n
19
43
59

5

=7




Was aus der Tabelle 2 auf der vorherigen Seite nur im Ansatz erkennbar ist, ist das
Folgende: Ist x,, + ¥y, eine Primzahl, so entspricht dieser Primzahl genau ein pythagorai-
sches Zahlentripel mit dieser Summe, aber unbegrenzt viele Tripel, welche diese Summe
als Differenz haben. Ist z.B. x,, + y, = 7, so erkennt man in der Tabelle bereits 4 Tripel,
welche diese Summe als Basisdifferenz haben.

Eine kleine algebraische Betrachtung versetzt uns in die Lage, unbegrenzt viele pythago-
raische Zahlentripel mit der Basisdifferenz 7 zu ermitteln.

Wir suchen alle Tripel mit der Eigenschaft
wh+ (w0 +7)° = 27
Daraus folgt dann
222 — (2, +7)% = 49
Mit der Abkiirzung s, = 2z, + 7 ist dann
222 — 52 =49

Dies ist eine allgemeine sog. Pell’sche Gleichung, deren erste Losungen (sieche Tabelle
3 auf der néchsten Seite) man in diesen einfachen Féllen (wenn namlich z, + vy, eine
Primzahl der Form 8n = 1 ist)? leicht bestimmen kann.

Die Rechnung ergibt einige Uberraschungen:

1. Die praktische Rechnung bei der Ermittlung der Losungen der verallgemeinerten
Pell’schen Gleichung wird durch die Giiltigkeit der Rekursionsformel

Sp+3 = 82n + Sp—3

wesentlich erleichtert.?

2. Die gekiirzten pythagoraischen Quadrupel sind stets solche mit der Basisdifferenz
ZTn — Yn = 1. Sie hitten sich aus der klassischen Pell’schen Gleichung

222 — g% =41

unmittelbar ergeben.

3. Fiir die t,, gilt die Rekursionsformel
6t — th—1 = tht1 fir n > 2

4. Héatten wir an Stelle der Primzahl 7 eine andere der Primzahlen unter z, + y,
gewahlt, wire das Ergebnis das gleiche. Jedes 3. Tripel ist ndmlich imprimitiv und
ergibt gekiirzt die Tripel mit der Basisdifferenz y,, — x,, = 1.

3Siche FuRnote 1 auf Seite 4.
4Die Losungen einer Pellschen Gleichung gestatten im Allgemeinen mehrere Rekursionsformeln. Es ist
auch zpt+3 = 62, — zp—3. (PB)



Tripel gekiirzt

(0l = | ose |
1 5 1 (-3)° + 42 =57
2 7 7 72 =17? 02+ 12=1%2 =17
3] 13 17 52 +122 = 132
4 17 23 82 +15% = 172
51 35 49 212 + 282 = 352 32 +42 =5% =3
6 | 73 103 48% + 552 = 732
71 97 137 652 + 722 = 97>
8 | 203 | 287 140?% + 147% = 2032 202 + 212 = 292 = ¢3
9 | 425 | 601 297% + 3042 = 4252
10| 565 | 799 3962 + 403% = 5652
11| 1183 | 1673 8332 + 8407 = 11837 1192 + 120% = 169 =2
14 | 6895 | 9751 | 48722 + 48792 = 68952 6962 + 6977 = 9852 = t2

17 | 40187 | 56833 | 284137 + 28420% = 401877 | 40597 + 4060? = 5741% = t2

Tabelle 3: Pell’sche Gleichung, Lésungen

Im Folgenden wollen wir uns nun den interessanten Fillen zuwenden, wo die Basissumme
ein Primpotenzprodukt aus den Primzahlen p = 8n £ 1 ist. Es sei z.B.

Ty + Yy =T° oder =119=7-17
=161 =7-23
=833="772-17
=2737="7-17-23

=7%.17-23

=7%.17%.23

=73.17-23
etc.

Es ist von vornherein klar, dass es nur endlich viele Tripel geben kann, bei welchen die
Basissumme gleich einer der oben angefiihrten Zahlen ist. Tripel mit den obigen Zahlen
als Basisdifferenz gibt es dagegen unbegrenzt viele. Das folgt schon aus den lésbaren
zugeordneten Pell’schen Gleichungen.

Kommentar (PB) Hier endet das Manuskript.

Georg Glockler fiel in den Tabellen folgendes auf (N. 3 auf Seite 4):

1) Ist die Basissumme z + y = p eines pythagoréischen Tripels (x,y, z) eine Primzahl p,
so gibt es kein zweites Tripel (2,3, ') mit 2/ + 3 = p.

2) Ist die Basissumme x + y = p - ¢ ein Produkt aus zwei Primzahlen, so gehoren zu ihr



genau zwei Tripel mit dieser Basissumme.

Diese beiden aus den Tabellen sich ergebenden Phénomene 1) und 2) kann man in der
Tat beweisen. Gerhard Kowol hatte eine Beweisidee, die Albrecht Héberlein aufgegriffen
und ausgefiihrt hat. Daraus resultiert die folgende Formulierung von Gerhard Kowol:

Behauptung 1. Gegeben seien zwei pythagoriische Tripel (a, b, c) und (d, e, f)
mit a + b =d + e = p, p prim. Sind alle Zahlen positiv, so sind die Tripel
identisch.

Lasst man die Voraussetzung weg, so ist die Aussage offensichtlich falsch.
Beispielsweise gilt fiir p = T7:
32442=52 (=52 +122=13%  (—297)% + 304% = 4257

Beweis: (Haberlein — Kowol). Aufgrund der Parametrisierung gilt

a=m?—n? b=2mn c=m?+n? m>n>0

d=r%— s e=2rs f=r’+s? r>s>0

Damit folgt p = a+b = (m + n)*—2n2 und analog im 2. Fall. Es geht also um
die Anzahl der Losungen der Pellschen Gleichung 22 — 2y% = p mit folgender
Nebenbedingung: Day =n, x =m+4+nund m >n > 0 muss z > 2y > 0
sein.

Die Pellsche Gleichung ist genau dann 16sbar, wenn p = +1 (8) gilt. Wie iiblich
rechnet man in 7Z [ﬂ] Es sei z + yv/2 eine Losung, die die Nebenbedingung
erfiillt. Man erhalt alle durch Multiplikation mit einer Einheit in Z [\/5] . Eine

solche Einheit hat die Form + (3 + 2ﬂ)k, k € Z. Nun muss man zeigen, dass
fiir k£ # 0 und positives Vorzeichen die Bedingung x > 2y > 0 stets verletzt
ist. Ist k positiv, so muss das positive Vorzeichen gewahlt werden. Hier kann
man ein Argument von Héberlein anwenden. Fiir K = 1 erhélt man

<x+yx/§) (1+\/§> =(@+2y) +(z+y)V2=2"+y'V2

wobei aber offensichtlich ' < 2’ < 2y gilt. Ist £ > 1, so haben die Einheiten
die Gestalt z + nv/2 mit z,n € N. Nun ist

(a:’ - y’\/i) (z - n\/§> = (22 +2yn) + (2'n+y'2) V2 =2"+y"V2

Damit folgt aber " —2y" = (z/ —2¢y") 2+ 2 (¥ — 2/)n < 0.
Ist Kk = —m, m € N, so ist &+ (1 + ﬁ)k =+ (1 - \/§)m Zunéchst sei das

positive Vorzeichen angenommen. Es ist

(ar—&-y\@) (1—\/5):(w—2y)+(—x+y)\@:x’+y’\/§



mit 2’ > 0, 4/ < 0. Ist m > 1, so haben die Einheiten die Gestalt z — nv/2
mit z,n € N. Nun ist

(:E/ + y/\@) (z — nx@) = (az'z — 2y'n) + (—x/n + y/z) \fQ =2+ y"\@.

Hier ist wieder z” > 0, ¥” < 0. Verwendet man andererseits zu Beginn das
negative Vorzeichen, so folgt 2/ < 0, y” > 0. Somit ist in beiden Féllen die
Nebenbedingung stets verletzt.

Behauptung 2. Gegeben seien zwei pythagoréische Tripel (a,b,c) und (d, e, f)
mit a +b = d + e = pg und p,q prim. Sind alle Zahlen positiv, so gibt es
genau zwei Tripel.

Dabei miissen beide Primzahlen von der Gestalt = £1 (8) sein.
Zum Beweis. Gilt

p= (361 + yl\/i) (96'1 - y1\/§> q= (952 + yz\@) (962 - y2\@>
mit x; > 2y; > 0, so erhélt man die zwei Losungen

(wl + y1\f2) ($2 + y2\/§) und (wl - y1\f2) (xz - y2\/§>oder
(961 - y1\/§> <962 + yz\@)

Von den letzten zwei Moglichkeiten erfiillt genau eine die geforderte Neben-
bedingung. Die restliche Argumentation verlauft wie im ersten Fall.
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