Bemerkenswerte Beziehungen zwischen
verschiedenen Polygonalzahlen

Einfiihrung

Georg Glockler*

Wie schon der Name sagt, leiten sich Polygonalzahlen aus geometrischen Figuren, namlich
Polygonen ab. Sie werden manchmal auch figurierte Zahlen genannt. Dreiecks-, Vierecks-
und Fiinfeckszahlen ergeben sich z.B. dabei in folgender Weise:
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A)

Wie lasst sich eine allgemeine Polygonalzahl berechnen?

Es sei mit P, (v) die n-te v-Eck-Zahl bezeichnet. Nach dem Vorhergehenden ist dann
z.B. Py (5) = fy = 22. Fiir alles weitere ist nun grundlegend, dass alle Polygonalzah-
len Teilsummen einer arithmetischen Reihe 2.0rdnung sind. Dies lédsst sich schon der
einfithrenden Betrachtung entnehmen. Dabei beginnen alle diese Reihen mit 1.

Eine allgemeine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist durch folgenden Ansatz charakteri-
siert:

an=a+(a+d)+(a+2d)+---+(a+(n—1)d)

Daraus folgt dann in bekannter Weise
n
2

Fiir unsere Polygonalzahlen ist dann ¢ = 1 und d = v — 2. Damit gilt

[2a + (n —1)d] (1)

Gn

Pn(u):g[2+(n—1)(y—2)] V> 2 2)
Fiir allgemeines n und v = 3,4, 5, ... ergibt sich dann
Pn(3):g(n+1):dn P, (4) =n2 =g, Pn(5):g(3n—1):fn
P, (6) =2n% —n = hy, Pn(7):g(5n—3) P, (8) = 3n% — 2n

Die Formel (2) weist nun auf eine enge Beziehung aller Polygonalzahlen zu den Dreiecks-
zahlen hin. Es ist ndmlich

Pn(y):n+g(n—1)(u—2):n+(y—2)dn,1 (3)



Mit dieser Formel lassen sich die Polygonalzahlen besonders leicht berechnen. Beispiel:

Pig (17) = 18 + 15 - 78 = 1183



B) Das Spektrum der Polygonalzahlen

Tabebe |: Polygonalzahlen P.(v -3) = (v - 3) -dn: + d.
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Tabelle 1: Pozfygonalzahlen
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In der Tabelle 1 sind alle Polygonalzahlen bis zu den 18-Eck-Zahlen registriert, und zwar
bis zu n = 50

Eine erste Einsicht ergibt schon eine Reihe bemerkenswerter Tatsachen:

1. Sehr schon lésst sich das Gesetz der Formel (3) verfolgen, wenn man der Reihe nach
die Folge der Polygonalzahlen in den einzelnen Zeilen verfolgt.

2. Eine Konsequenz der Formel (3) ist auch, dass stets gilt

Po(v—p)+ Pu(v+p)

P, (v) = 5

w<v—2 (4)
Beispiel flir n =9, v =11, u=3

Py(8) + Py (14) _ 225+ 441

o (11) 5 5 333

3. Eine Polygonalzahl der einen Art kann zugleich Polygonalzahl einer anderen Art
sein. Beispiel:

Pyy (7) = Py (115) = 342

P31 (3) = P16 (6) = Py (84) = 496

Pys (3) = P (T) = Py (4) =81

Pogg (3) = Pogy (4) = Pg (1458) = P; (2776) = P3 (13873) = 204>

Diese Beispiele weisen auf einen ganz speziellen Fragenkomplex hin. Eines der all-
gemeinen Gesetze lasst sich aber schon unmittelbar erkennen. Es gilt ndmlich

Ponys (n+ 1) = Py (n +4) = (20 + 3)n? (5)

Diese Zahlen lassen sich paarig in ,Rosselpriingen um eine Diagonale von links
oben nach rechts unten in unserem Spektrum verfolgen:

P5(2)=P(5) =5
Pr(3) = Py (6) = 28
Py (4) = Ps (7) = 81
Py (5) = B (8) = 176

4. Als eine Art zweites Symmetrie-Gesetz kann folgende Beziehung angesehen werden:
P,(n)=P,-1(n+2)+1 n=2,3,... (6)
mit P, (2) = n. Beispiel fiir n = 14:

Py (14) = Pi5(16) +1=1105+1 = 1106



5. Verfolgt man die auftretenden Quadratzahlen in den einzelnen Zeilen, so lésst sich
folgendes feststellen:

4. Zeile 7. Zeile 9. Zeile 25. Zeile
Py (2) =2° P;(4) =17 Py (2) = 32 Py (2) = 5
Py(4) =42 Py (11) = 142 Py(4) = 9? Pys (4) = 252
Py (12) = 8* Py (39) = 282 Py (8) = 15 Py5 (6) = 352
Py (18) = 10? Py (60) = 35> Py (14) = 212 Pys (12) = 55
Py(34) =142 P;(116) =49 Py (22) = 27? Py5 (16) = 652
Py (44) = 162 Py (151) = 562 Py (32) = 332 Pys5 (26) = 852

Diese Beispiele mogen zunéchst geniigen. Natiirlich lassen sich die jeweiligen For-
meln auch formelméafig erfassen. Fiir die 7. Zeile sieht dies dann folgendermafien
aus:

Py (210 + 14n +4) = Prznp1) (4) = [7(3n + 1))
Py (210 4 28n + 11) = Prz,p1) (4) = [7(3n +2)]*  fiirn=0,1,2

Das sind zwei miteinander ,yverzahnte Folgen*.

6. Ganz oben rechts in unserem Spektrum lasst sich die Folge der Quadrate aus den
Dreieckszahlen und die Folge der Kubikzahlen verfolgen, die wir auch in einer ent-
sprechenden Formel wiedergeben konnen:

P(6)=1 P (6)=1°
Py(9) =3 P, (8) =23
Py (13) = 62 Py (10) = 33
Py (18) = 102 Py (12) = 43
P5 (24) = 152 Ps(14) = 53
Ps (16) = 63
P, <; (n2 + 3n) + 8) =P, (3 =d? P, (2n +4) = n?

Damit wollen wir unsere erste unmittelbare Einsicht in das Spektrum der Polygonal-
zahlen abschliefen. Im Folgenden wenden wir uns einigen komplexeren Beziehungen
des Spektrums zu.



C)

1. Rekursive Ermittlung von Polygonalzahlen der Form P, (2v) durch alternierende
Reihen aus Polygonalzahlen der Form P, (v + 1).

Um in die hier vorliegenden Zusammenhénge einzufithren gehen wir von einem Beispiel
aus.
Es sei durch f, = P, (5) = 5 (3n — 1) die Folge der Fiinfeckzahlen gegeben;

n [1[2][3[4[5[6]7[8] 9
P,(5) |[1]5 12223551 [70]92]117

Damit kénnen wir die folgende alternierende Reihe bilden:
1-5412—-22+35—-514+70—92+
Daraus ergibt sich formell folgende Teilsummenfolge

Sn="P1(5)+[P3(5) = P2 (5)] +[P5(5) = P4 (5)] + - -+ + [Pan—1(5) — Pan—2 (5)]

Es ist also
S1=1 =P (8)
So=147=28 =P, (8)
S3=14+7+13=21 = P5(8)
Sy=1+7+13+19=140 = Py (8)
Ss=1+7+13+19425 =065 = P5(8)

Die S, sind also lauter 8-Eck-Zahlen.

Dies spezielle Ergebnis lasst sich nun verallgemeinern: Alle Polygonalzahlen der Form
P, (2v) lassen sich durch alternierende Reihen darstellen, die aus Polygonalzahlen der
Form P, (v + 1) gebildet sind. Es gilt

P,2v)=Pi(v+1)+[Ps(v+1)-Pw+1)]+[Ps(v+1)—Pi(v+1)]+---
+ [Pon—1 (v +1) — Pop—o (v +1)]
=1+Qv—1)4+@Ar—-3)+(6r—5)+...+[2(n—1)v+ 3 —2n]
=n[n-1)(v—1)+1]

Bei den letzten Zeilen wurden wiederholt die Formeln (2) bzw. (3) angewandt. Beispiel:
Py (2v) = P; (58) = 7+ 56 - dg = 1183
Damit ist also n = 7 und v = 29. Daraus folgt dann
P7(58) = P; (30) — P> (30) + P5(30) — + - - - — P12 (30) + P13 (30)
Die Folge der 30-Eck-Zahlen sieht wie folgt aus:



P,(30) || 1|30 |87 | 172|285 | 426 | 595 | 792 | 1017 | 1270 | 1551 | 1860 | 2197

Damit ist

P;(58) =1 —30+87 — 172 + 285 — +--- — 1860 + 2197
=1183=7-13>

2, Einige Aspekte zu den speziellen Beziehungen zwischen den
Dreieckszahlen und den Quadratzahlen.

Von solchen Beziehungen gibt es einfache, aber auch recht komplizierte. Die Beweise
fiir die Richtigkeit dieser Formeln lassen sich relativ leicht mit den Formeln (2) oder (3)
durchfithren. Wir betrachten zunéchst der Reihe nach einige der einfacheren Beziehungen:

Beispiele:
a) dp—1+ d, =n? dy+ds =10+ 15 =25
b) B2 +d:=d, d2 + d2 = 15% + 21% = d3s = 666
c) dyn — vdy = dy_1 - n* doso — 10 - doy = dy - 242

28920 — 10 - 300 = 45 - 576 = 25920
Es folgen Darstellungen von Dreieckszahlen durch alternierende Reihen.

d) dyp=n>—(n—=17°*4+m-2%*—+- 4+ (-1
dip =112 -102+92 -8+ 72— 62 +52—-42+32-22+12 =66

e)  dgprign1 =diy — diy_o+di,_4+ — -+ di —d5. Fiirn=2ist
dig = d3 — d% + di — d3
=362 —212+10%> - 32 =946

Auch das Umgekehrte ist moglich, wie die folgenden Beispiele zeigen:

f) n? =dop_1 —dan_o +dop-3—+---—dy+dy
32 =ds—dy+ds—do+dy
9=15—-10+6—-3+1

Die Beziehung e) kann nicht mehr zu den ganz einfachen geziihlt werden.!

'Hier bricht die Darstellung ab. Georg Glockler hatte die letzten Formeln ab a) gestrichen, wahrschein-
lich um sie noch etwas anders zu formulieren. Ich habe sie hier dennoch aufgenommen, da an Thnen
der Einfallsreichtum von Glockler deutlich wird (PB).



