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Vorwort: Zu den zahlentheoretischen Anliegen Georg Glocklers

G. Glockler hat nur wenig Schriftliches iiber seine Anliegen in der Zahlentheorie gedufert, doch
konnte ich aus Gesprachen und seinen Beitrdgen auf den Mathematiklehrer-Tagungen einige
Aspekte gewinnen, die allerdings nicht den Anspruch auf Vollstandigkeit erheben.

Glockler betonte oft, dass Zahlen in dreierlei Hinsicht zu betrachten seien, namlich beziiglich
- ihrer Individualitét, ihres Wesens

- ihrer Rhythmengestalt

- ihres Mengencharakters,

dabei sei - in goetheanistischer Weise - die Art der Betrachtung dem betreffenden Gegenstand
anzupassen.

Mit dem Mengencharakter einer Zahl befassen wir uns, sobald wir mit ihr rechnen. Gléckler betonte
fiir diesen Bereich oft die damit verbundene Willenstdtigkeit (gerade fiir den Unterricht und polar
zur Geometrie) und hat selbst unglaublich viel gerechnet, wie man an seinen nachgelassenen
Arbeiten und Skizzen eindrucksvoll ablesen kann.

Zur Rhythmengestalt forderte er - mit Riickgriff auf R. Steiner - fiir die Zukunft, statt iiber den
Mengencharakter mehr iiber Rhythmen zu forschen, und arbeitete selbst an

- Kettenbriichen

- astronomischen und biographischen Rhythmen,
- Chronobiologie,

- Kalender-Rechnung

- musikalische Intervalle

- Fibonacci-Zahlen (die oft als Beispiel dafiir dienten, dass ,,der Prozess starker als die Zahl* sein
kann)

- Pellsche Gleichung ...

Zum Bereich der Rhythmen gehoren auch Glocklers Arbeiten iiber Folgen von pythagordischen
Tripeln, Quadrupeln usw. insbesondere mit Hilfe von rekursiven Folgen, die er unermiidlich suchte
und (er)fand und die er wohl fiir eine besonders angemessene Methode fiir diesen
Forschungsbereich hielt.

Seine Forschung an den Folgen pythagordischer Quadrupel ist Inhalt der vorliegenden Arbeit.

Ein ganz zentrales Anliegen Glocklers war es, alles aus ,,Keimen“ heraus zu entwickeln.

So bildet er in den hier betrachteten Dokumenten die pythagordischen Tripel, Quadrupel usw. aus
einfachsten Starttupeln heraus, so die Tripel aus den Zahlen des édgyptischen Dreiecks (3,4,5)* oder
die Quadrupel aus (0,0,1,1)°.

4 Vgl. ,Das dgyptische Dreieck als Keim aller pythagordischen Dreiecke®, Gloeckler Liste Baum Nr.82
5 Soin B9, Seite 37
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Auch in dem Dokument ,,Drei elementare Quadratsummen®® findet sich ein Beispiel fiir dieses
Vorgehen, wo drei GroBen nicht — wie es moglich wére - nebeneinander definiert werden, sondern
die zweite mittels der ersten, die dritte mittels der zweiten.

Glockler hat auch nie verabsdumt, darauf hinzuweisen, dass R. Steiner forderte, im Schulunterricht
die Zahlen aus der Eins heraus zu entwickeln.

Dieses Entwickeln aus einem Keim ist natiirlich auch ein Aspekt aller rekursiven Mathematik und
ist unmittelbar mit dem Rhythmischen verbunden.

Dass Glockler der Meinung war, man solle lieber offene Phanomene schildern, als feste Rezepte
weiterzugeben, konnte ein Grund dafiir sein, dass er in seinen Arbeiten oft keine Beweise notiert
hat. Teils erwartete er wohl, dass der Leser sich selbst bemiiht, aus den dargebotenen Phianomenen
die Gesetze herauszuschélen und sie zu beweisen. Teils scheint es aber so, als sei ihm — vergleichbar
mit der dgyptisch-babylonischen Mathematik - das Auffinden neuer konkreter Resultate das hohere
Ziel gewesen, verglichen mit dem Einspannen des Gefundenen in das ,,Prokrustesbett” von
Voraussetzung/Behauptung/Beweis, das seit Euklid die mathematische Methode geworden ist.

Was den individuellen Charakter der Zahlen betrifft, zitierte Glockler oft Aussagen Steiners, dass
man es dabei mit geistigen Entitdten im Bereich der hochsten Hierarchien zu tun habe und dass
spirituelle Wahrheiten nicht nur durch Mantren, sondern auch durch Zahlen dargestellt werden
konnten.

Daneben war es ihm stets wichtig, auf die Arbeiten von E. Bindel und L. Locher-Ernst zu den
natiirlichen Zahlen hinzuweisen.

In diesen Bereich gehoren Glocklers Forschungen zu den

- Primzahlen,

- Polygonalzahlen,

- Datumszahlen,

- Mysterienzahlen, Schicksalszahlen und insbesondere den Bibelzahlen.

Oftmals fliel$t in diese Untersuchungen auch wieder das Rhythmische ein, sodass die Gebiete nicht
vollstdndig zu trennen sind.

Insgesamt forschte Glockler sehr selbstdndig und erfuhr gelegentlich im Nachhinein, dass eines
seiner Ergebnisse schon veroffentlicht vorlag. Weitere Forschungsergebnisse, von denen nach
eigenem Bekunden schon viele in seinem Inneren fertig waren, hétte er gerne noch schriftlich
niedergelegt, doch war ihm dazu leider nicht mehr die Lebenszeit gegénnt. Manches davon kénnte
vielleicht aus seinen nachgelassenen Papieren noch rekonstruiert werden.

Das hier vorgelegte Skriptum moge in diesem Sinne verstanden werden; es stiitzt sich aber nur auf
solche Dokumente Glécklers, die er in Maschinenschrift hat iibertragen lassen.

6 Gloeckler Liste Baum, Nr. 107, S. 1



A Die Matrix D

In Georg Glocklers Nachlass findet sich ein Vielzahl von Arbeiten {iber Quadratsummen, sehr oft
ohne Kommentar und Beweis, etliche bereits in Maschinenschrift iibertragen. Zwolf dieser
Dokumente, die sich speziell mit Rekursionsverfahren fiir pythagordische Quadrupel befassen,
sollen hier vorgestellt und jeweils in einem angefiigten Kommentar bewiesen werden.

d
Fiir pythagoriische Tripel |b|ez’® mit a?+b2=c? ist bekannt, dass man mit Hilfe der Matrix
C

122 0
A=|2 1 2| durch Multiplikation und geeigneten Vorzeichentausch aus dem Grundtripel |1
2 2 3 1

alle primitiven pythagordischen Tripel erzeugen kann’.

Nn o

G. Glockler hat nun fiir pythagordische Quadrupel €z eine entsprechende Matrix D

d
gefunden; in der mathematischen Literatur scheint hieriiber noch nichts verdffentlicht zu sein.
Die hier vorgestellten Arbeiten von G. Glockler lassen sich alle in einen direkten Zusammenhang

mit dieser Matrix D bringen.

Eine analytische Herleitung der Matrix D, basierend auf dem Beweis von P. Baum?® fiir die Matrix
A, findet sich unten unter A5, ebenso eine Herleitung, die G. Kowol mitgeteilt hat.

A1l Definition

Der Vektor v=|"|ez" heille pythagordisches Quadrupel, wenn a2+b2+c? =d? gilt. Es heille

an oo

primitiv, wenn ggT(a,b,c,d)=1 gilt. Die vierte Koordinate d wird als Diagonale des Quadrupels
bezeichnet.

7 J. Gollnick, H. Scheid, J. Zéllner: Rekursive Erzeugung der primitiven pythagordischen Tripel, in: Mathematische
Semesterberichte Band 39, Heft 1, S. 85-88, 1992.- Hinweise auf die Geschichte dieser Matrix finden sich in A.-M.
Fraedrich: Pythagordische Zahlentripel, in: Didaktik der Mathematik 1985, Band 13, S. 31-49 und 98-117.

8 Dass die fiir Tripel verwendete Matrix A analytisch hergeleitet werden kann, wurde gezeigt in P. Baum: Pythagoras
und der Kreis oder die Folgen primitiver pythagoreischer Zahlentripel, p.baum@posteo.de, 22.06.2019.



A2 Bemerkungen

o

a) Zu jedem Quadrupel ez* gibt es gleichartige Quadrupel, die durch Permutation der Zahlen

n o

d

a,b,c entstehen. Zu jedem von diesen gibt es noch diejenigen Quadrupel, die sich nur durch
Vorzeichen vom urspriinglichen unterscheiden. Im allgemeinen Fall und bei positivem d verbirgt

sich hinter einem Quadrupel aus IN* eine Untergruppe von 3! - 23  Varianten“ in Z* , von
denen viele tatsdchlich benétigt werden, um mit der Matrix D alle primitiven Quadrupel zu
erzeugen.

b) Die ,,uneigentlichen” Quadrupel, die mindestens eine 0 enthalten, sind hier auch als
pythagordisch aufgenommen.

c) Bei primitiven Quadrupeln miissen immer d und genau eine der Zahlen a, b, c ungerade sein.’

d) Im Dokument ,,Folgen von pythagordischen Quadrupeln.doc” (MAS) fiihrt Glockler an, dass
man pythagordische Quadrupel auch aus drei natiirlichen Zahlen p, q, r gewinnen kann, ndmlich
(2qr, 2pq, p*+r2-q?%, p?+r2>+q?). Er zeigt, dass mit dieser Formel auch imprimitive Quadrupel
entstehen kénnen. Dass nicht alle Pythagordischen Quadrupel auf diese Weise gebildet werden
konnen, zeigte M. Ruch™ 1984.

A3 Satz (nach G. Gléckler)

0111 -1 0 0 O 1 0 0O
Die von den Matrizen D:=[1 ¢ 1 1| und E;:= 0 1.0 0} E,:= 0 —1.0 0}
1101 0 010 0O 0 10
111 2 0 001 0 0 01
1 0 0 O 100 O
01 0 O 010 O 5
E,:= E,:= erzeugte Gruppe ldsst aus den pythagordischen
=g o0 -1 ol =00 1 o0 g PP pythag
00 0 1 00 0 -1
11 [0 0
,urquadrupeln® 8 , (1) und (1) alle primitiven pythagordischen ganzzahligen Quadrupel
1/ 11 1
entstehen.

Bemerkungen:

0 1 1 -1
1 0 1 -1
1 1 0 —-1f
-1 -1 -1 2

- Es gilt detD = 1, und die zu D inverse Matrix ist D ':=

9 Beim Teilen durch 4 kann ein Quadrat ndmlich nur Rest 0 (bei geraden Zahlen) oder Rest 1 haben; wéren a,b,c alle
gerade, dann wére das Quadrupel nicht primitiv, und so muss — neben d - genau eine ungerade Zahl dabei sein.
10 M. Ruch, Pythagoréische Zahlenquadrupel, DdM 1984, (299-304).
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- Man konnte sich auf Quadrupel mit positiver Diagonale beschrianken und E, streichen."

- Auch wenn in den hier behandelten Dokumenten vor allem (lineare) Folgen betrachtet werden, so

erzeugt die hier vorgestellte Abbildungsgruppe doch eher einen ,,Baum*®, der sich an jeder Stelle in

bis zu 8 gleichartige Tupel verzweigt, von denen jedes wieder mit D abgebildet wird, und sich beim
Bild weiter verzweigt usw; dieser Baum tiberdeckt schlieBlich alle pyth. Quadrupel einfach.

A4 Beweis des Satzes

Schritt a: Gezeigt wird, dass mit v auch v":=Dv ein pythagordisches Quadrupel ist.

a a’
Sei v= ]CD e€z' ein pythagordisches Quadrupel und v'= ]CJ sein Bild unter D.
d d’
Dann gilt a2+ b2+ c2=d? (D)
und a’=b+ c+d
b’=a + c+d
c=a+b + d
d=a+b+ c+2d
Also gilt auch
az= b2+ c2+ d2+ 2( bc + bd + cd)
b2 = a2 + 2+ d*+ 2( ac+ad+ cd)
c?2=az+ b2 + d2+ 2(ab+ ad + bd ), zusammen also

a2+b2+c? =2a2+2b?+ 2c2+3d?> + 2(ab +ac+2ad + bc + 2bd + 2cd).
Andererseits ist d2= a2+ b2+ c2+ 4d? + 2(ab + ac+2ad + bc + 2bd + 2cd).

Da der Unterschied a? + b? + c? — d? nach (1) gerade Null betrédgt, ist auch v* pythagordisch.

Schritt b: Das Primitiv-Sein von v {ibertrdgt sich auch auf Dv.
Sei ndmlich vez* primitiv, also seine Komponenten teilerfremd, und sei wieder v'= Dv.
Mit der Bezeichnung t := ggT(v"), existiert dann ein wez* mit v'= tw.

Zu zeigen ist nun, dass t=1.

Da (auch) D! als Homomorphismus von |R* auf den Quadrupeln homogen operiert, folgt aus

v'=tw, dass v=Dv" =D }(tw) =t D"lw.

Aufgrund der Tatsache, dass D-lw ganzzahlig ist, ist t also auch Teiler des primitiven Vektors v
und damit ist t=1.

11 Aus der Forderung d"= a+b+c+2d>0 folgt namlich, dass es geniigt, fiir negative a,b,c die Ungleichung
2d>la|+|bl+lc] zu zeigen. Diese Ungleichung wird im Beweis bei Schritt c) mit bewiesen.
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Schritt c: Es wird gezeigt, dass alle primitiven Quadrupel erreicht werden.

Wir betrachten ein beliebiges pyth. Quadrupel v=

das primitiv ist.

ez’ mit [d|>1 und v= eNg,

o) M ol W
an oo
i
PR E

Die Beweisidee besteht nun darin, mittels der Matrix D! von v aus ein Quadrupel v" = D"lv mit

kleinerer Diagonale zu erreichen.

Zu zeigen ist:
gleichbedeutend mit
also

bzw.

quadriert also

und dquivalent dazu:

Nun folgt aus 0 < (a-b)?
aus 0 < (a-c)?
aus 0 < (b-c)?

zusammen also

0<d'<d,

0<-a-b-c+2d<d,
-2d<-a-b-c<-d
d<a+b+c<2d,
d2<a?+b?2+c2+ H < 4d?
O<H<3(@+b?+c?)

mit H := 2 (ab + ac + bc)

0<2ab<a?+b?
0<2ac<a?+c?
0 <2bc <b? + 2
0< H <2 (a2+b2+ ).

Da aber von den drei Quadraten (a-b)?, (a-c)?, (b-c)?> wenigstens zwei echt positiv sind (sonst wére
a=b=c und v nicht primitiv, oder - mit A2 Bemerkung b) argumentiert — miissen bei zwei geraden
und einer ungeraden Zahl wenigstens zwei Differenzen ungleich Null sein ) und ebenso unter den
Produkten ab, ac, bc wenigstens eines positiv ist (sonst wére v gleich 1,0,0,1 o0.4., was aber wegen
d>1 nicht sein kann), gilt sogar

0< H <2 (a%2+b?+ ).
sodass die obige Ungleichung fiir H sicher erfiillt ist.

Wiederholt man die Anwendung von D!, so kommt man in endlich vielen Schritten herunter zur

Diagonale 1, also zu einem der drei Urquadrupel und| > |. Umgekehrt werden demnach alle

>

==
= O = O
= =0 O

primitiven Quadrupel aus vez*® durch die Matrizengruppe aus obigem Satz erreicht, indem man
von einem der Grundtupel aus — durch Anwendung von D - zu v aufsteigt und dann durch

~

Vorzeichentausch schlieflich zu ¥ kommt.

A5 Analytische Herleitung der Matrix D

P. Baum (siehe FuSnote 4) hat ausgefiihrt, wie man von einem Punkt P auf dem Einheitskreis, der
einem pythagordischen Tripel v entspricht, zu einem ndchsten solchen Punkt kommen kann:
Man spiegelt P z.B. am Ursprung, legt durch den so gewonnenen Punkt P und den Punkt
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Q(1/1) eine Gerade und schneidet diese mit dem Einheitskreis. Dieser Schnittpunkt P” gehdrt nun
zu dem Tripel v'= Av mit der Matrix A fiir die Tripel (s. Seite 5).

Dieser Gedanke soll nun auf pythagordische Quadrupel angewendet werden und zur Matrix D
fiihren.

Ausgangspunkt ist das pythagordische Quadrupel v(a,b,c,d)€N* und der dazugehérige

ab,c

Punkt P(d 1'3

) auf der Einheitskugel.
Durch Spiegelung am Ursprung geht Pin P (—%/ - %/— ﬁ) iiber.

Wegen x;—x,=— 4 _1=- % (a+d) hatfir Q(1/1/1) die Gerade QP  dann die Gleichung

d
1

1
1

Schneiden mit der Einheitskugel fiihrt auf die Gleichung
1+t(@+d)2+ 1 +t(b+d))>+ (1 +t(ctd)?=1

d.h. t2 ((a+d)? + (b+d)2 + (c+d)?) + 2t(a+d +b+d+c+d) +3=1
also t2 (a2 + b2+ 2+ 3d? + 2(ad + bd + cd)) + 2t (atb+c + 3d) +2=0

Qﬁ:f(:

a+d -
+t (b+ d) , wobei der Punkt P zum Parameter t=-— % gehort.
c+d

Mit s:= a+b+c und wegen a? + b? + ¢2 = d? lasst sich das umschreiben zu:

2 (4d2+2ds) +2t (s +3d)+2 =0, dh.
2d (2d+s) 2 + 2(s+3d) t + 2 =0

und d(2d+s)t2+ (s+3d)t+1=0
Fiir die Diskriminante T dieser quadratischen Gleichung gilt

T = (s+3d)? — 4d(2d+s) = s2 + 6ds + 9d? — 8d? - 4ds = s? +2ds + d? = (s+d)?,
und die Losungen ergeben sich zu

= = — —_ 2 d tf ht
| 2d(2d+s) 2d(2d+s) 2d(2d+s) d’ ieser Wert fithrtzu P

—(s+3d)+s+d  -2d _ -1
2d (2d+s)  2d(2d+s) 2d+s’

und t,=

Setzt man t, in die Geradengleichung ein, erhdlt man wegen s = a+b+c

. 1 a+d 1 2d+s—a—d b+c+d

P = *Sd+s b+d = Sdts 2d+s—b—d a+c+d|.
c+d 2d+s—c—d a+b+d

Zu diesem Punkt P” gehdrt nun das pythagordische Tripel
v'(b+c+d/a+c+d / atb+d / atb+c+2d)
und das entspricht genau der Matrix D.

2d+s

==
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G. Kowol* hat mir mitgeteilt, dass man die Matrix D auch auf zwei weiteren Wegen herleiten kann:
a) Verwendet man fiir (a,b,c,d) die Minkowski-Norm

<a,b,c,d>:=a?2+ b2+ c2-d?

so haben die pythagordischen Quadrupel gerade die Norm Null.

Das entsprechende innere Produkt hat dann die Gestalt

< (a,b,c,d) (x,y,z,t) > = ax + by + cz—dt.
Eine Matrix, die Vektoren der Norm 0 - also pythagordische Quadrupel - in ebensolche
liberfiihrt, ist bereits allgemein normtreu. Derartige Matrizen haben 4 Spalten- oder dquivalent
Zeilenvektoren, die jeweils aufeinander ,,senkrecht stehen“ und bis auf das Vorzeichen alle
gleiche Norm besitzen; genauer haben die ersten drei Vektoren gleiche Norm, etwa k, und der
vierte die Norm -k. Ist k=1, so bilden sie also ein Orthonormalsystem. Das gilt in jeder
Dimension.
Die einfachen Vektoren (0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,1,0,1) haben diese Eigenschaften und kénnen als
die ersten drei Spalten der Matrix genommen werden.
Fiir einen vierten Vektor v=(a,b,c,d) liefern die Orthogonalitdtsbedingungen und die
Normierung v=(1,1,1,2) und damit Glocklers Transformationsmatrix D.

B) In der mathematischen Literatur gibt es Untersuchungen dartiber, welche Matrizen ein pyth.
n-Tupel in sich iiberfiihren. In Vol. 1 der “Collected Math Papers*“, S. 332 - 336, beginnt

A. Cayley die entsprechenden Untersuchungen (1846) fiir n = 3 und 4. Ch. Hermite 10st
daraufhin den allgemeinen Fall, aber ohne das genauer auszufiihren (Oeuvre I, S. 291 - 295
(1854)). Im Jahr darauf behandelt A. Cayley die Sache dann ausfiihrlich in zwei Arbeiten im
Crelle Journal (Vol. 2, S. 192 - 201, und S. 202 - 215)" mit dem Titel ,,Sur la transformation
d'une fonction quadratique en elle-méme par des substitions linéares. “ Die 3-dimensionale
Transformationsmatrix steht auf S. 211, die 4-dimensionale auf S. 212 - 215.

Setzt man in die Formeln fiir ®, k (auf S. 212) und die Matrix (auf S. 213) neben a=b=c=1
und d=-1

- die Werte A=1, o= - 1 und fiir die anderen Variablen 0 ein, so erhalt man fiir einen
dreidimensionalen Unterraum — bis auf Vorzeichen — die Matrix A,

- mit den Werten A=1, v= - 1, 0= - 1, Rest=0 erhalt man - bis auf Vorzeichen — die Matrix D.

A6 Beispiele fiir das Wirken der Matrizen aus A3

-1\ (-1} [1) [1 -2 0 0\ (2 -2 0 0\ (2
4. —2|D| 0 |[D|O|D|2 —-1|{D|—-1|D|1|D|1 —2|D| 0 |D|0O|D|2

a) Es gilt: und ebenso
)Es g —21>{ 0 |»|0|>[2) -21>{ 0 |?|o]|>|2 —1|>|=1]>|1(3|1)
3 1 1/ \3 3 1 1] \3 3 1 1/ \3

sodass die drei ,,Urquadrupel® (s. A3) unter der Abbildung D sozusagen jeweils fiir sich bleiben.
Man muss, um alle Permutationen zu erhalten, entweder Vertauschungsmatrizen mit dazunehmen
oder - wie im Satz oben durchgefiihrt — alle drei Urquadrupel als Ausgang zulassen.

12 Siehe Funote 3
13 https://archive.org/details/collectedmathema02cayluoft/page/192
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b) Einen groBeren Bereich, bei dem man ersehen kann, wie durch D (bei —=) die positiven
Quadrupel gebildet werden kénnen, zeigt folgendes Bild (diesmal in Koordinatenschreibweise):

3405 > (1849

(3405 > (9.2611)

(-1-223) —> (3405 _ > (981217)
(-1,2,23) —> (7449 > (17,20,20,33)
(1,0,01) —> (1,223) —> (7,6611) _ > (2324,24,41)
(1,-2.23) —> (3627 > (1512,1625)
(-3627) > (156,10,19)

(3-627) > (3,124,13)

(36-27) > (11,81621)

(-3.6-27) > (11,2,10,15)

3-6-27) >  (-1,849)

Als néchstes werden die angekiindigten Arbeiten von G. Glockler vorgestellt. Dazu sollen folgende
Bezeichnungen eingefiihrt werden:

Bezeichnet man die ersten drei Spaltenvektoren der Matrix D mit vy, vy, v3 (der vierte liegt in der

Matrix fest), so gilt im einzelnen:

0111

D,;:= } (1) (1) 1 , D gehort zu (vq, v3, v, ), geht also aus D durch den Spaltentausch (23) hervor,
111 2
1 011

D,:= (1) 1 (1) 1 , D, gehort zu (v3, vy, V3 ), also zum Spaltenzyklus (123),
111 2
1 011

D,:= (1) 1 (1) 1 , D5 gehort zu (vy, vy, v3 ), also zum Spaltentausch (12),
111 2
1101

D,:= 2 (1) } 1 , D, gehort zu (vy, v3, V1 ), also zum Spaltenzyklus (132),
111 2
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, D¢ gehort zu (v3, v, vy ), geht also aus D durch den Spaltentausch (13) hervor.

= O
_ == O
N~ = -

Zusammen mit der Matrix D gibt es 3! Mdoglichkeiten, die ersten drei Spalten dieser Matrix
anzuordnen. Die Aufzédhlung ist also vollstdndig. Diese Matrizen D bis D5 gehoren {ibrigens nicht

zu der in A3 definierten Gruppe, da diese keine Vertauschungsmatrizen enthalt.
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B Arbeiten von G. Glockler

B1 Beispiel fiir ein Heptagramm

Aus jedem pythagordischen Zahlenquadrupel gehen entsprechend den 7 Rekursionsformeln jeweils 7
pythagordische Zahlenquadrupel hervor.
Es gibt im wesentlichen sieben verschiedene Rekursionsformeln.

77=2+3+6
(]
A

IIb

31° =14* + 18* + 217 13*=0*+ 5>+ 12?

* I ‘\\\\\\\\\\ ////////////,,' 11

92:12+42+82

° 1 *Iv

29° =12+ 16 + 217 152 =2*+ 57+ 14°

*Ia * 1la

232 =6*+13?+18° 217 =4*+13*+ 16°
Xn = Yoi+ Zpat tos 1 4+8+9 = 21
I Y. = Xt + Zna+ tog 4 = -1+8+9 = 16
Z, = -Xoa + Yot tas 8 -1+4+9 = 12
t = Xt + Yo+ Zog+ 2ty 9 -1+4+8+18 = 29 127+ 162+ 21°=29% 29

14 Quelle: MAS ,,Beispiel fiir ein Heptagramm* 12.03.2002
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Xn = Xn-l + Zn.1+ tht 1 1+8+9 = 18
Ia Y. = Yo+ Zpat toa 4 = -4+8+9 = 13
Zn = Xn»l - Yn.1+ th1 8 1-4+9 = 6
tn = X1 = Yor+ Zoa + 2oy 9 1-4+8+29 = 23 6%+ 13%+ 18 =23°
Xa = Xp1 + Yoat tha 1 1+4+9 = 14
Ib Y. = Xt = Znat tha 4 = 1-8+9 = 2
Zn = Yn.1 - Zn.1+ [ ] 8 4 - 8 + 9 = 5
t = Xog + Yoi-Zo1+ 2ty 9 1+4-8+18 = 15 22+ 52+ 14> =152
Xa = Yo - Znat taa 1 4-8+9 = 5
H Y. = =X = Znat tha 4 = -1-8+9 = 0
Zn = 'Xn-l + Yn.1+ th1 8 -1+4+ 9 = 12
t = X1+ Yoi-Zog + 2tay 9 -1+4-8+18 = 13 57+ 122=13°
Xa = Y1 + Zpat tha 1 -4+8+9 = 13
Ha Y. = -Xn1 = Yoat tog 4 = -1-4+9 = 4
Zn = -Xn.1 + Zn.1+ th1 8 -1+ 8 + 9 = 16
t = Xt = Yoi+ Zog + 2ta 9 -1-4+8+18 = 21 4+ 13+ 16* =217
Xa = Xt = Znat tha 1 1-8+9 = 2
IIb Y. = “Yoa - Znat tha 4 = -4-8+9 = -3
Zn = Xn.1 - Yn.1+ th1 8 1-4+ 9 = 6
t = Xo1 - Yoi-Zos+ 2ty 9 1-4-8+18 = 7 22+ 32+ 6 =72
Xa = Y1+ Zoat tha 1 4+8+9 = 21
HI Y. = Xn1 + Znat toa 4 = 1+8+9 = 18
Zn = Xn-l + Yn.1+ th1 8 1+4+ 9 = 14
t = X1+ Yoi+ Zog + 2tas 9 1+4+8+18 = 31 14% + 18% + 212 = 312

Kommentar (A. Ha.):

In diesem Dokument wird dargestellt, wie aus dem Quadrupel (1, 4, 8, 9) durch sieben
Rekursionsformeln ein ,,7-Stern® von Quadrupeln entsteht, die als Diagonale die Werte 7, 13, 15,
21, 23, 29, 31 aufweisen.

Die angefiihrten Rekursionsformeln entsprechen — bis auf die Reihenfolge der Koordinaten — gerade
den Verbindungen von einer der Matrizen D und D; bis Dg (siehe oben bei A6) mit einer oder

mehreren von den Vorzeichen-Tausch-Matrizen E; bis E,.

Bezeichnet man wieder die ersten drei Spaltenvektoren der Matrix D mit vy, vy, v3 (der vierte ist

konstant), so gilt im einzelnen:

0 111
Rekursionsformel I gehort zu (-vq, vy, v3), also zur Matrix _1 (1) (1) i und stellt DE; dar,
-1 11 2



15

1 0 11
Rekursionsformel Ia gehort zu (vy, -vy, v3), also zur Matrix (1) :} (1) } = D3E,,
1 -1 12
11 0 1
Rekursionsformel Ib gehort zu (vs, vy, -vy ), also zur Matrix (1) (1) j i =DsEj3,
11 -1 2
0 1 -1 1
Rekursionsformel II gehért zu (-vy, vy, -v3 ), also zur Matrix j (1) _01 } = DEE3,
-1 1 -1 2
0 -1 11
Rekursionsformel Ila gehort zu (-v4, -v3, vy), also zur Matrix j -1 (1) } =D4E E,,
-1 -1 1 2
1 0 -1 1
Rekursionsformel IIb gehort zu (vy, -vy, -v3 ), also zur Matrix (1) :i _01 i = D3E,E;3,
1 -1 -1 2
0111
Rekursionsformel III gehort zu (vq, vy, v3 ), also zur Matrix } (1) (1) } , stellt also D dar.
1112
0 -1 -1 1
Man konnte zusdtzlich noch z.B die Matrix DE,E,E,= j _01 _01 1 anfiigen, denn diese
-1 -1 -1 2
1 -3
erzeugt durch g > g die Zahl 5 in der Diagonale und ergdnzt das Heptagramm auf diese Weise
9 5

zu einem 8-Stern.

Da das Ausgangsquadrupel (1, 4, 8, 9) der Grée nach geordnet ist, fithrt auch das Wenden der
Vorzeichen zu einer gewissen Ordnung in den Basen der Bild-Quadrupel: ,,ohne E“ fiihrt zu t = 31,
E, fiihrt zu t = 29 usw. bis man mit E;E,E3 zur Diagonale 5 kommt (siehe Tabelle im Kommentar

zu B2)

Dass mit dem 8-Stern alle Moglichkeiten ausgeschopft sind, liegt daran, dass es gerade 23
Moglichkeiten gibt, drei Zahlen mit Vorzeichen zu versehen.

Eine andere Vorgehensweise bestiinde darin, nur mit der Matrix D zu operieren, dann aber die
Reihenfolge und die Vorzeichen der Quadrupelzahlen 1, 4, 8 zu variieren. So kommt man auf
insgesamt 6-8=48 Rekursionsfolgen, die in B2 und B3 behandelt werden.
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B2 28 Rekursionsformeln fiir die Folgenwerte von fortlaufenden
- nicht zyklischen - Quadrupelfolgen®

n = 0 1 2 3 4 5

X = vV +twtt X, = 1 21 63 251 921 3453

(1) y = u +w+t Yo = 4 18 66 248 924 3450
Z = u+v + to Zn, = 8 14 70 244 928 3446

t = ut+tv+wt+2t tn, = 9 31 115 429 1601 5975

X = v +twtt Xn = 1 21 57 109 177 261

@) y =-u +w -+t Vo = 4 16 20 32 36 48
Z = -u+tv + 1o Zn, = 8 12 24 28 40 44

t = -utv+tw+2i thn = 9 29 65 117 185 269

X = -v twti X, = 1 13 11 23 21 33

3) y = u +w Tt Yo = 4 18 42 76 120 174
Z u-v + 1o Zn, = 8 6 18 16 28 26

t = u-v+tw+2t tn = 9 23 47 81 125 179

X = vV -wttp Xn = 1 5 3 7 5 9

) y = u -wtt Vo = 4 2 6 4 8 6
Z u-+v + 1o Zn, = 8 14 22 32 44 58

t = utv -w+2t thn = 9 15 23 33 45 59

X = vV -w+ttp X, = 1 5 27 63 189 553

) y = u+v +to Vo = 4 14 34 108 308 886
Z u -w -+t Zn, = 8 2 18 56 144 434

t = utv -w+2t thn = 9 15 47 137 389 1131

X = vV -wttg Xp = 1 5 25 45 81 117

6) y =-u+tv +to Vo = 4 12 20 28 36 44
Z = -u -wtt Zn, = 8 0 8 0 8 0

t = -utv -w+2t thn = 9 13 33 53 89 125

X = u +w -+t X, = 1 18 54 155 412 1092

) y = u-v + to Yo = 4 6 35 90 256 669
Z = -V +twttp Zn, = 8 13 30 66 167 424

t = u-v+tw+2t thn = 9 23 71 191 513 1349

X = u +w+tg X, = 1 18 47 132 393 1126

@) y = -V twti Vo = 4 13 16 69 192 541
Z = u-v + to Zn = 8 6 28 88 236 698

t = u-v+tw+2i tn = 9 23 57 173 497 1431

15 Quelle: Gloeckler Liste Baum, Nr. 46; MAS: ,,28 Rekursionsformeln fiir die Folgenwerte von fortlaufenden®,
31.01.2005
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(10)
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(12)
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(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

- N < X N < X ~ N < X N < X ~ N < X N < X - N < X N < X ~ N < M

N < X

u
u

u

u
u

u

o

-wW+tg
+vVv + 1
V -W+t
+tv -w+2t

+ W+t

tv + 1o

vV tw+ti
+v tw+ 2t

+twWtt
-V + 1o
-V twWti
-v tw+ 2t

-W+tg
+Vv + 1
V -W+t
tv -w+ 2t

+twWtt
vV +wti
tVv + 1o
+v +w+ 2t

-W+ 1
-V + 1y
-V -W+{
-V -w+2t

+Vv + 1
V -W+1

-wW+tg
+v -w+21t
+tv + 1
-wW+tg
V -W+1
tv -w+ 2t

-V + 1y
-W+ 1

-V -W+t{

-v -w+ 21

-V + 1o

-V twWti
+ W+t

-V tw+ 2t

Xn
Yn

to

Xn
Yn

t

Xn
¥Yn

t

Xn
Y
Zy
th

Xn
Y
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Yn
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to
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33
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64
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21
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60
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16
24
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166
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531

98
18
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20
108
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249
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46
30
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353

21
48
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(20)
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~ N < X N < X — N < M N < X ~ N < X N < X ~ N < X N < X ~ N < M

N < X

u

u

-V
-V

+ ty
-W+ 1ty
-W+ 1t

u-v -wt+2t

= -u

-u
-u

= -u

-u
-u

= -u

-u
-u

o

-u
-u
-u

-u
-u

-u
-u

= -u

-u

-u

tv

tv

tv

tv

-V
-V

-V
-V

-V
-V

-V
-V
-V

tv
+tv

tv

-V
-V

+ 1
twti
twtip
+w+ 2t

+ to
-wW+tg
-wW+tg
-W+2to

+ 1
twti
twtip
+w+ 2t

twti

+ 1
twti
+w+ 2t

twtip

+ to
twtip
+w+ 2t

-wW+1
-wW+1

+ 1o
-W+2t0

-wW+1
-wW+1

+ 1y
-W+2t0

+ to
twtip
twti
+w+ 2t

+ 1y
twti
tw+i
+w+ 2t

Xn
Yn

to

Xn
Yn
Zn
to

Xn
Y
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tn

Xn
Y
Zy
th

Xn
¥Yn

t

Xn
Yn
Zn
to

Xn
Yn
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Xn
Y
Zy
tn

Xn
¥Yn
Zn
t

Xn
Yn
Zn
t
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1
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4
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Kommentar (A. Ha.):

Dass Glockler das ,,Keimquadrupel“ (1, 4, 8, 9) wéhlt, mag darin begriindet sein, dass die Abstédnde
der Koordinaten (3 und 4) zum pythagoriischen Tripel (3, 4, 5) gehoren.'

Bei der Folge (1) fdllt auf, dass x,-y,=+3 und y,-z,=+*4. Diese drei Koordinaten liegen

V3

X t —
— gemessen an t,, - relativ nah bei einander, sodass lim —=-— etc.und lim =2 /3.

n->ow tn n-=o tn

Fiir die Betrachtungsweise von S.9 folgt daraus, dass dort die Folge der Punkte
13,43,3,

PP 3P ">.. auf der Einheitskugel zu dem Punkt P, ( 3153153

hinfiihrt, jedenfalls

wenn man mit P im ersten Oktanten startet.

Bei der Folge (2) schreiten die y-Werte mit +12 und +4 im Wechsel voran, ebenso die z-Werte, es
gilt z,-y,=+4 und t,-x,=8.

Ahnliches lisst sich bei den Folgen (3) und (4) beobachten.

Bei den Folgen (6), (17), (25), (26) und (28) féllt auf, dass eine der Koordinaten zwischen zwei
Werten pendelt, bei (24) sogar konstant ist.

Bei (6) und (26) ist der eine Pendel-Wert Null, sodass sich abwechselnd Tripel und Quadrupel
ergeben. Solche ,alternierenden® Folgen werden in B4 bis B8 eingehender untersucht.

Die Folgen (25) und (26) haben dazu noch die Spezialitdt, dass ihre Koordinaten sehr langsam
wachsen (jeweils eine Koordinate hat Zuwachs +1) und dass stets t, -z, = 1.

Die hier vorgestellten Rekursionsformeln stehen ebenfalls in engem Zusammenhang mit der
Matrix D. Iteriert man D, so erhélt man die Folge (1). Iteration von Dy, D, usw. liefert dieselben

Quadrupel, nur in anderer Reihenfolge der Koordinaten.

Es lassen sich nun die Matrizen D; bis D5 mit den Vorzeichen-Tausch-Matrizen E bis Ej

kombinieren und das Gesamtergebnis rekursiv anwenden. Es entstehen entweder die hier angefiihr-
ten 28 Folgen oder man erhdlt Zyklen der Lange 2, 4 oder 6.

So liefert z.B. die Potenzierung der Matrix M:= DEE,E5 einen Zyklus der Léange 2, denn fiir

0 -1 -1 1 0 010
m=["F 0 ~1 1 gilt M2 = Id. Ahnlich erhilt man fiir M, :=D,E{E5E3  (M,)= 100 0}
-1 -1 0 1 0 100
1 -1 -1 2 0001

(M,)? stellt den Spaltentauschzyklus (132), sodass (M5)® = ((M,)? )3 =1Id.

Diese Zyklen sind von G. Gléckler in dem Dokument ,,13 zyklische Quadrupelfolgen ...“ (siehe
B3) aufgelistet.

16 Vgl. ,Das dgyptische Dreieck als Keim aller pythagordischen Dreiecke®, Gloeckler Liste Baum Nr.82
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Folgende Tabelle stellt alle Kombinationsméglichkeiten und ihre Ergebnisse dar.

Die runden Klammern beziehen sich auf die Quadrupelfolgen bei den ,,28 Rekursionsfolgen®, die
romischen Zahlen auf das Heptagramm in B1 und die rémischen Zahlen [in Klammern, kursiv]
hinter der Zykluslange auf die ,,13 zyklische Quadrupelfolgen ...“ in B3.

ohne E E; E, E; E,Ey Eq{E3 E, Ej E{E>E3

D D | @=1| @ (4) | La4 [IId] |La4 [Ile] | La4 [IIb] | La2 [Ic]

D;=D-(23) | wie (1) |wie(2) | (23) | (5)=1I |(24)=Tla| (6) |La4 [Ila] | L&2 [Ia]

D,=D-(123) | wie (1) | (10) | (7) 9) (11) (12) (14) | L&6 [IIIb]
D3=D:(12) | wie(1) | (13) |(8)=1Ia| wie(4) |Lad [TIc] | (26) (25) | L&2 [1b]
Ds=D-:(132) | wie(1) | (20) | (18) | (15) (22) (21) (19) | L&6 [IIIa]

Ds=D-(13) | wie(1) | (27) |wie(3@)|(16)=Ib| (28) |La4[Hf]| (17) | L&2 [Id]

Diagonale des
aus 1,4,8,9
entstehenden
Bildes

31 29 23 15 21 13 7 5

Man sieht dabei, wie das passende Zusammentreffen von Vorzeichenwechsel und Spaltentausch das
zyklische Verhalten — und die Zyklusldnge — erzeugt.

G. Kowol hat mich darauf hingewiesen, dass sich noch weitere Variationen der Matrix D finden
lassen, die pythagordische Quadrupel wieder in solche tiberfiihren, ndmlich durch das Einbeziehen

der transponierten Matrix D!. Daraus folgt, dass man, statt spaltenweise mit -1 zu multiplizieren,
dies auch zeilenweise tun kann; zu den 7 Méglichkeiten, die Matrizen E;, E,, E5 zu kombinieren,
kommen ebenso viele Méglichkeiten T, T,, ... bei den Zeilen, sodass man 49 Mdglichkeiten bei D,
ebenso viele bei D, usw. erhélt. Die so entstehenden Folgen sind groftenteils untereinander und

auch von den oben angefiihrten 28 Folgen verschieden.
G. Glockler hat, soweit ich sehe, diese Variationen nicht verwendet, jedoch taucht die Matrix
(-D)-1 = DE{E,E3T, bei der Betrachtung des Dokuments B11 (s. Seite 44) auf.
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Im Folgenden sind 13 Rekursionsformeln fiir Folgen von primitiven pythagordischen

Zahlenquadrupeln angegeben.

Trotz verschiedener Formeln ergeben sich aber nur 5 wesentlich verschiedene.

Zweierzyklen
X = -V
Ia y = -u -v
Z = -u
t = -u
1 -3 1
4 4 4
8 0 8
9 5 9
X = -u
A -V
z = -u -V
t = -u
1 0 1
4 -3 4
8 4 8
9 5 9
X = -v
Ic y- ot
z = -u -v
t = -u
1 -3 1
4 0 4
8 4 8
9 5 9
X = -u -V
Id y— ot
z = -V
t = -u
1 4 1
4 0 4
8 -3 8
9 5 9

-w

-W

-W
-W

-w
-w

-W
-W

17 Quelle: MAS ,,5 wesentlich verschiedene zyklische Quadrupel®, 02.05.2001

+ 1
+ 1y
+ 1ty

-V -w + 21

+ 1o
+ 1o
+ to
-V -w +21t

+ 1o
+ 1o
+ 1o
-V -w +21

+ 1o
+ 1o
+ 1o
-V -w +2¢t

IIa

IIb

IIc

I1d

~ N < X

~ N < X

~ N <

- N < X

Viererzyklen
= -V -W + 1t
u -v + 1t
u -W + 1
= u -v -w +2t
1 -3 -1 3 1
4 6 -2 4 4
8 2 2 0 8
9 7 3 5 9
= -V -Ww + 1t
= u -wW + 1t
= u -v + 1t
= u -v -w +2¢
1 -3 -1 3 1
4 2 -2 0 4
8 6 2 4 8
9 7 3 5 9
= -u +w + 1t
= -V tw + 1t
= -u -V + 1t
= -u -v tw +2¢
1 16 9 0 1
4 13 12 -3 4
8 4 -8 -4 8
9 21 17 5 9
= -v +tw + 1y
= -u +w + 1t
= -u -V +to
= -u -v+tw +2¢
1 13 9 -3 1
4 16 12 0 4
8 4 -8 -4 8
9 21 17 5 9

III a

IIIb

© o~

© 0o~

- N < X

- N < X

13 zyklische Quadrupelfolgen mit nur 5 wesentlich verschiedenen'’

Sechserzyklen
-u -V + 1
-V -W + 1t
-u -W + 1t
-u -V -w +2¢
4 -3 8 0 1
8 0 1 4 4
1 4 4 -3 8
9 5 9 5 9
-u -Ww + 1
-u -V + 1t
-V -W + 1t
-u -V -w +2¢
8 -3 4 4 1
1 0 8 -3 4
4 4 1 0 8
9 5 9 5 9
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Zweierzyklen Viererzyklen Sechserzyklen
X = tv -w + 1t
y = -u -w i
e 7= u+v + 1o
t = -u +v -w +2¢
1 5 1 -3 1
4 0 -4 0 4
8§ 12 8 4 8
9 13 9 5 9
X = -u +v -w  +t
y = -u -w i
IIf 7z = +VvV -w + 1t
t = -u+v -w +2¢
1 12 1 4 1
4 0 -4 0 4
8§ 5 8 -3 8
9 13 9 5 9

Kommentar (A. Hd.): In das Originaldokument mit dem Titel ,,12 zyklische ...“ habe ich noch den
Zyklus IIIb eingefiigt und die Uberschrift verdndert.

Die Zuordnung zu den Varianten von Matrix D ist in der Tabelle im Kommentar zu B2 (Seite 20)
angefiihrt.
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B4 Verschiedene primitive pythagordische Quadrupelfolgen aufgrund der

Beziehung A"
Xa =  =Xpa - ¥Yna + 1.1
A= Yn = - Xn-1 + Zn + tn.1
Zn = ~Yn1  *+Zng + o
th = -Xot ~Ynt FZngt 2ty

1.2) Die folgenden Rekursionsformeln lassen aus einem gegebenen primitiven pythagoraischen
Zahlenquadrupel ein weiteres ebensolches hervorgehen:

2 2 8 - 5
Es gelte: Xp.1~ +VYna + 23_1 =14
Dann folgt daraus: Xo2 + Yo~ + Zn- = ta’

Beispiel fur: X =2 Yo=3 =6 =7
X4 = w2 =3 EF = 2
Y1 = -2 +6 +7 = 11
Z = «3 g FF = 10
t4 = -2 -3 +8 +14 = 15

2% +11% + 10% = 15?

b)) Diesen Prozess kann man fortsetzen. In einer kieinen Tabelle sei der Prozess angedeutet:

g= ® 1 Z'% 4 5 €& 7 B a8 n w
%% 2 2 ¢ g 2 2 B8 2 % 2 32 T 1
Y= 3 11 23 30 50 83 111 143 179 219 263 311 363
%% @ 10 W 18 22 26 80 34 9B 4 46 &0 5s
L= 7 1B 2 4 B3 B7 115 47 183 223 267 315 367

Das Bildungsgesetz flir diese sehr spezielle primitive pythagoraische Quadrupelfolge ist leicht
zu erkennen:

Xn = 2
Yo = 2n° +6n +3
Z, = +4n +6
t = 92n° +6n +7

2 ) Etwas weniger speziell ist die folgende Quadrupelfolge:

=1 ve=4 z,=8 =9

r® & 41 2 @ w5 B T B 5 44
N TR SR ST L A e T e T
va= 4 16 30 52 76 108 142 184 228 280 334
Zz= B8 13 18 23 22 33 3@ 4 48 53 5y =¥
t,= © 21 35 57 81 113 147 189 233 285 339

fanm (lfeklar Wemechiadana nrimith th i e I i Ane B + & hialh Fenh_Askansmierhs Qaldinn am Zaathaanm 17 4901 oefindert HE

18 Quelle: Scan von MS, MAS 17.4.2001
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3.) Das gleiche gilt fur folgende Quadrupelfolgen:

Xg=7 y0=24 zo=0 =25

W= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X, = 7 <6 y S 7 -6 7 -8 ¥ a8 7
va= 24 18 26 22 32 30 42 42 56 58 74 78
roe 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 49 1
.= 95 48 91 23 33 3 "4y 43 S57 59 W 79

4.)) Xo=0 Y[}=? Zp=24 =25
X, = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 40
X, = 0 18 0 18 0 18 0 18 0 18 0
Yo = 7 B2 gt 19¢ gaT 19F A5 98¢ 775 31° 1147 =
z,= 24 42 60 78 96 114 132 150 168 186 204

25 67 109 187 265 379 493 643 793 979 1165

Diese Quadrupelfolge enthalt eine Fille von bemerkenswerten Gesetzen:

1. Es handelt sich hier um eine alternierende Folge von Quadrupeln und Tripeln
g YymA.7 ywel«T 12718 =18 wn=13.18 yw=1°

3.y ty; =21 Y1 -Yo=24
y3s +ys =21 Ys ~V2= 2

s +yr =2-1 Vs =Ya=1Zs

Kommentar (A. Ha.):

-1 -1 0 1
In diesem Dokument entspricht die ,,Beziehung A“ der folgenden Matrix A= _01 _01 i i , und
-1 -1 1 2

mit den obigen Bezeichnungen ist A = DsE, E; , es handelt sich also um die Folge (28) aus B2.

1 0 0O
Quadriert man diese Matrix A, so erhdlt man A’= 8 _é i ; , sodass — mit den Bezeichnungen
0 -2 2 3

des Blattes — fiir alle n€IN die Beziehung x,,,=x, gilt.

Die in A2 rechts unten enthaltene 3x3-Matrix ist — bis auf die Vorzeichen — identisch mit der Matrix
fiir Tripel auf S.4, A2 macht also aus einem pythagordischen ,, Tripel® (0,a,b,c) wiederum ein
solches.
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Der auf solche Weise entstehende Wechsel zwischen Tripeln und Quadrupeln ist ein Thema, mit
dem sich G. Gléckler mehrfach auseinandergesetzt hat. Die alternierenden Folgen werden auch in
den Dokumenten B5 bis B8 behandelt, und die Teilfolgen der entstehenden Tripel hat er z.B. in
,Das dgyptische Dreieck als Keim aller pythagordischen Dreiecke® untersucht."

Das erste angefiihrte Beispiel mit dem Ausgangsquadrupel (2, 3, 6, 7) hat als Besonderheit
X,=X, sodass hier die x-Koordinate sogar konstant bleibt. Das fiir diese erste Folge angegebene

Bildungsgesetz lasst sich mit vollstandiger Induktion leicht beweisen.

Das zweite Beispiel ist mit der Rekursionsformel (28) aus B2 identisch. Man sieht den 2-Zyklus bei
den x-Koordinaten und es fallt auf, dass die Folge der z, arithmetisch ist, was bei allen Folgen, die

mit A erzeugt werden, der Fall ist. Aus dem Bildungsgesetz mit Matrix A ergibt ndmlich
die erste Zeile x +x,_,=—y,_,+t _,

und die 3. Zeile z,—z,_,=-y, ,+t _,,

zusammen also z —z _,=x, +Xx, _,=konst.

So hat z.B. die zweite Quadrupelfolge bei z, den konstanten Summanden x,+x,=1+4=5.

Bei der dritten angefiihrte Quadrupelfolge mit dem Ausgangsquadrupel (7, 24, 0, 25) ist
X,+X,_;=1 und die Folge z, wéchst daher immer um 7 + (-6) = 1.

Bei der 4. Folge mit dem Ausgangsquadrupel (0, 7, 24, 25), also einer Umordnung des Starttupels
der dritten Folge, widchst die Folge z, immer um 18 (= 0+18).

Diese Folge liefert abwechselnd Tripel und Quadrupel (s.0.).

Die ,,bemerkenswerten Gesetze®, die G. Glockler fiir die Folge 4) angefiigt hat, sind leicht
nachvollziehbar, aber nicht so leicht zu beweisen. Man kommt aber zurecht, wenn man die Folge in
zwei Folgen aufteilt: eine fiir gerade Indizes und eine fiir ungerade:

Mit vollstandiger Induktion ldsst sich fiir gerades n beweisen:

x,=0 und X,,,=18
y.=9n°+24n+7 Vas1 =9 0°+42n+49
z,=18n+24 z,,,=18n+42
t,=91n°+24n+25 t,,;=9n°+42 n+67

Und hieraus kann man dann die angefiihrten Formeln herleiten.

19 Quelle: Gloeckler Liste Baum, Nr. 82
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G. Kowol hat nun eine allgemeine Formel mitgeteilt, die fiir alle Folgen aus B4 gilt:

Sei der Ausgangsvektor (xy, ¥o, Zg, tg) oder (x;, yy, 2, t;) mit (a, b, ¢, d) bezeichnet.

Dann gilt zundchst a?+ b?+ ¢?= d>

Behauptung:
ka:%(Zk)ﬂcQ k+b
zZ, = (d—b)-2k+c

t2k2d2;b(2k)2+c-2 k+d

Das bestdtigt man durch Nachrechnen.

Im Fall 1) ist (2, 3, 6, 7) der Ausgangsvektor und es ergibt sich genau das angegebene
Bildungsgesetz. Wegen x,= x; gilt es natiirlich fiir alle n.

Im Fall 4) ist entweder (0, 7, 24, 25) der Ausgangsvektor und man erhdlt die linke Seite der
Formeln (S. 24), oder man beginnt mit (18, 49, 42, 67) und erhdilt die rechte Seite.

Im Fall 2) ist der Ausgangsvektor entweder (1, 4, 8, 9) oder (4, 16, 13, 21).
Man erhdlt somit im ersten Fall

kazg(z kP+8-2k+4

Z, = 5-:2k+8

tZk:g(z k)’+8-2k+9
Analog im anderen Fall.

Genauso findet man im Fall 3) die entsprechenden Formeln.
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B5 Wechselverhaltnis zwischen pythagoraischen Zahlentripeln und
Quadrupeln®
P o+ 168 + 128 = 129 2+ 34 + 289°= 291 8 + 68 + 289°= 297
158+ 1122 = 113 322 + 255 = 257 60> + 2212 = 229
o+ 14+ 98= 99 22+ 300 + 225 = 227 8 + 52 + 169*= 177
1P+ 14 + 98 = 99 22+ 300 + 2257 = 227 8 + 52 + 169*= 177
13+ 84 = 85 28 + 195 = 1972 48+ 117 125
o+ 122 o+ 72= 73 22+ 260 + 169 = 171 8 + 36 + 81>°= 8%
1o+ 122+ 722= 73 22+ 260 + 169 = 171 8 + 36 + 81’= 8%
12 + 60 = 612 24+ 1432 = 145° 282 + 45 = 53
1 + 102 + 50°= 517 22+ 222 4+ 1217= 123 8 + 200 + 28 33?
1 + 100 + 50°= 517 22+ 222 4+ 1217= 123 8 + 200 + 25°= 3%
P + 40 = 412 200 + 99 = 1012 122+ 5 = 13
o+ 8+ 32= 33 22+ 18 + 81’= 83 g + & +  1’= @
o+ 8 + 32= 33 22+ 14 + 49 = 517 8 + 60° + 225°= 233
7+ 24 = 25 122+ 3% = 37 522 + 165’ = 173
P o+ 6+ 18= 19 22+ 10° + 25 = 27 8 + 48 + 121°= 129
o+ 8 o+ 18= 19 22+ 10> + 25%= 27 8 + 48 + 121°= 129
5 + 122 = 13 8 + 15 = 17 36 + 77 = 85
1? o+ 4+ 8= 9 22+ 6 + 9°= 1717 8 + 28 + 49°= 57
o+ &+ = 9 22+ 6+ 9= 11 8 + 28 + 49= 57
P o+ & = 5 # +  0F = 5 200 + 212 = 29
1>+ 22+ 2= 3 2>+ 2? + 1’= 3 8 + 12 + 9= 17

20 Quelle: MAS ,,Wechselverhiltnis zwischen* 17.05.2003, Gloeckler Liste Baum, Nr. 190, umformatiert von A.Ha.




18 + 126> + 441°= 459° 322 + 2162 + 729*= 761° 50> + 230> + 529°= 579
108> + 315’ = 3332 184> + 513° = 5457 180> + 299° = 349’
18° + 90° + 225%= 243’ 322 + 152 + 361°= 393 502 + 130* + 169°= 219’

18° + 90 + 225%= 243’ 322 + 152 + 361°= 393 502 + 130* + 169°= 219’
72> + 135’ = 153 120° + 209° = 241° 80 + 397 = 89
18 + 54 + 81°= 99 322+ 88> + 121°= 153’ 50° + 300 + 9°= 59°

18° + 54 + 812 99° 322 + 88> + 121°= 1537 502 + 270° + 729° 779
36 + 27° = 45 562 + 33? = 65 220> +  459° = 509
18 + 18 + 9’= 27 322+ 24> + 9°= 41° 50° + 170> + 289°= 339°

18° + 138° + 529°= 547 322+ 232 + 841°= 873 502 + 170> + 289°= 339’
120> + 391° = 409 200° + 609 641° 1200 + 119 = 169°
18 + 102> + 289°= 307° 322 + 168 + 4417 = 473 50° + 70 + 49°=  99°

18 + 102> + 289°= 307° 322 + 168 + 4417 = 473 50° + 290> + 841°= 891°
84> + 1877 = 205° 136> + 273 305 240> + 5517 = 6017
18 + 66° + 121°= 139’ 322+ 104 + 169*= 201 50° + 190> + 361°= 411°

18° + 66° + 121*= 139’ 322+ 104 + 169°= 201 502 + 190* + 3617 4112
48° + 557 = 73 722+ 65 = 97° 140° + 1712 = 22717
18 + 30° + 25° = 43 322+ 40> + 25°= 57? 50° + 90> + 81°= 131°

18> + 150° + 625°= 643’ 322 + 184 + 529°= 561 502 + 310* + 961°= 11017
132> + 475 = 493° 152> + 345° = 377° 260> + 6517 = 7017

18 + 114 + 361°= 379° 322 + 1202 + 225%= 2577 50° + 210* + 441°= 491°
18 + 114> + 361°= 379 322 + 200° + 625%= 657 50° + 210> + 441°= 491°
96> + 2477 = 265 168* + 4257 = 4577 160> + 2317 = 281°

18 + 78 + 169*= 1872 322 + 1362 + 289*= 321° 50° + 110> + 121°= 171°

18 + 78 + 169*= 1877 322 + 136> + 289°= 321 50> + 230> + 529°= 579
60 + 912 = 109° 104> + 153? 185° 180° + 299° = 349’
18° + 42> + 49°= 67° 322+ 722+ 81°= 113 50° + 130> + 169°= 219’

Kommentar (A. Hi):

In diesem Dokument sind die Folgen von unten nach oben zu lesen, der Rahmen fasst jeweils
zusammen, was von einem Starttupel ausgeht. Offensichtlich wechseln sich Quadrupel und Tripel
ab, Glockler spricht gelegentlich von ,,alternierenden Folgen“. Das Zusammenziehen von 4 auf 3
und dann wieder ein Ausdehnen von 3 auf 4 hat G. Glockler auch in Verbindung gebracht mit den
4 dreieckigen Punktgebieten, die von 3 Geraden gebildet werden, sowie - dual dazu - von den

4 dreiseitigen Geradengebieten, die von 3 Punkten gebildet werden.

In G. Glocklers Nachlass finden sich mehrere Tabellen dhnlicher Art”, fiir welche diese hier
exemplarisch betrachtet werde.

21 z.B. Gloeckler Liste Baum, Nr. 58
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Das Bildungsgesetz, mit dem man von einem Tripel a, b, ¢ zum dariiber stehenden Quadrupel
u, v, w,t kommt, kann man z.B. so formulieren, dass

u=c-b,
v=u+a,
w=a-+g¢,

t=u+w gilt.

Das andere Bildungsgesetz, mit dem man von Quadrupel u, v, w, t zum dariiber stehenden
Tripel a’, b", ¢” kommt, ist z.B.

a=u+tyv,

b’ =v+w,

¢ =b" +u(oder auch c =v +1t).

(Verkniipft man die beiden Schritte, so kommt man auf

a’=a-2b+2c
b"=2a- b+2c
¢ =2a-2b-3c,

also — bis auf Vorzeichen — auf die Tripel-Erzeugungs-Matrix A von S.4.)

G. Glockler hat das Auffinden der Bildungsgesetze hier — im Sinne des griechischen ,,Siehe!* - dem
Leser iiberlassen, ebenso den Beweis, dass sich dabei stets primitive pythagordische Quadrupel und
Tripel bilden.

Dieses Dokument gehort zum einen in das Umfeld der Arbeit ,,Drei elementare Quadratsummen
(aus dem Nachlass iibertragen von P. Baum im Juli 2019), zum andern zeigt es aber auch die
Wirksamkeit der Matrix D:

Wihlt man die Abbildung D:EE,, also die Rekursionsvorschrift (28) aus Nr. 8, so findet man bis
auf die Reihenfolge genau obige Folgen.

1 0} (1 0 1
Z.B. erhdlt man aus ; die Folge g , i , 152 , 168 , ... die oben enthalten ist, allerdings
3 5/ 19/ \13/ \19
sind dort die Zahlen der GroRe nach geordnet.
-1 -1 0 1
e |-1 0 11
Explizit sieht man aus D.E,E,= o -1 1 1)
-1 -1 1 2
dass fiir x,, =0, y,.1=b, z,.;=aund t, ;=c folgt:
X,=—X, ;—¥,.; +t,_,=c—b alsodie Formel fiir u
y,=—X,, +z,_,+t_,=a+c also die Formel fiir w
z,= —Y,,+z,_,+t,_,=—b+a+c also die Formel fiir v (=u+a) und

t,=—X,_ ;—V,;+Z,;+2t,_,=—b+a+2c also die Formel fiir t (zu+w).

n
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Ahnlich kann man das andere Bildungsgesetz fiir den Schritt ,,von 4 nach 3“ beweisen; man kann
aber auch (leichter) mit der Umkehrabbildung argumentieren, indem man wieder von dem ,,Tripel“
(0,a,b,c) ausgeht.

Dadurch, dass die Matrix D:EE, als ,,Motor* dieser Folgen erkannt ist, ist auch klar, dass die Tupel

alle primitiv und pythagordisch sind.

Wenn man jedoch bei einem beliebigen pythagordischen Quadrupel beginnt, kommt nicht unbedingt
im ndchsten Schritt ein Tripel heraus. Die Bedingung u=0 stellt sich also nicht von selbst ein.

Blickt man in die Liste der Rekursionen in B2, so findet man das ,,Alternieren” (s.0.) bei den Folgen

(6), also D{E{E; mit den Spaltenvektoren ( -v,v3,-v, ), alternierend in der z-Koordinate,

(17), also D:E,E; mit den Spaltenvektoren ( v3,-v,,-v; ), alternierend in der z-Koordinate,
(24), also D,E E, mit den Spaltenvektoren ( -v;,-v3,v, ), alternierend in der y-Koordinate,
(25), also D;E,E; mit den Spaltenvektoren ( v,,-v{,-v3 ), alternierend in der y-Koordinate,
(26), also D3E E5 mit den Spaltenvektoren ( -v,,v{,-v3 ), alternierend in der x-Koordinate,
(28), also D:E,E, mit den Spaltenvektoren ( -v3,-v,,v; ), alternierend in der x-Koordinate.

G. Glockler hat mindestens drei dieser Moglichkeiten verwendet. Er hat dariiber hinaus aber auch
alternierende Folgen gefunden, die m.E. mit Variation der Matrix D nicht zu erhalten sind.*

22 Siehe dazu den Fall m=1 in : Elementare_Quadratsummen_190831.pdf, S.4. Dort wechselt D; mit D;EE; ab.
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B6 Aus dem pythagordischen Zahlentripel (3, 4, 5)

gehen iiber pythagoraische Zahlenquadrupelfolgen
6 wesentlich verschiedene pythagoriische Tripelfolgen hervor:?

= 0 1 2
= 3 4 5
= 4 8 12
= 0 1 0
= 5 9 13
= 4 6 8
= 3 9 15
= 0 2 0
= 5 11 17
= 3 12 21
= 4 8 20
= 0 9 0
= 5 17 29
= 4 2 0
= 3 1 -1
= 0 2 0
= 5 3 1
= 4 12 20
= 3 9 21
= 0 8 0
= 5 17 29
= 3 2
= 4 2 0
= 0 1 0
= 5 3 1
= 3 6 15
= 4 2 8
= 0 9 0
= 5 11 17
= 4 4 12
= 3 1 5
= 0 8 0
= 5 9 13

23 Quelle: Gloeckler Liste Baum, Nr. 57,

Xn+1
YH+1
Zy+1
tn+1

3

6
18
1
19

10
25

2
27

= Xp
= X,

= x,

4

7
24
0
25

12
35

0
37

39
80

0
89

31

Yn

Yn
Yn

5

8
32
1
33

14
49

2
51

48
128

9
137

121

129

WL DNN

-Zn

+t,
-, Tt
-In +tn

+21t,

6 7 8

9 10 11
40 50 60

0 1 0
41 51 61
16 18 20
63 81 99

0 2 0
65 83 101
57 66 75
176 242 308

0 9 0
185 251 317

Wie 11

52 60 68
165 225 285

0 8 0
173 233 293

3

4

0 >

5
51 60 69
140 200 260

0 9 0
149 209 269
44 52 60
117 169 221

0 8 0
125 177 229

MAS: ,,Aus einem pythagordischen Zahlentripel 3, 4, 5%, 1.5.2001; leicht verdndert A.Ha.

3

9 10
12 13
72 84

1 0
73 85
22 24

121 143
2 0
123 145
84 93
392 476
9 0
401 485
76 84
361 437
8 0
369 445
Wie I
78 87
338 416

9 0
347 425
68 76
289 357

8 0
297 365

11

111

1A%

VI
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Kommentar (A.Ha):

1 -1 0 1
Bei der hier explizit angegebenen Rekursionsformel handelt es sich um D.E,E,:= (1) —01 :i i ,
1 -1 -1 2

also die Folge (17) aus B2.

1 -2 0 2
Quadriert man diese Matrix, so erhilt man (D.E,E,):= 5 _01 (1) (2) .
2 =2 0 3

Man sieht hieraus, dass bei jeder obigen Folge z, = z,,, , dass also die Werte fiir z alternieren oder

evtl. sogar konstant sind. Startet man mit wg = 0, so ist
Z1=-Yott

Soistz.B.imFalll z;=-4+5=1,

ganz dhnlich wie oben (B5) bei den u-Werten (bzw. x-Werten).

Dass neben z = 0 auch z;= 0 ist, kann nur im Fall x; =0, yy= 1 und ty= 1 auftreten, dann ist aber

die Folge konstant.

Betrachtet man bei (D;E,E,)° die durch Streichen der 3. Spalte und 3. Zeile entstehende Matrix,

1 -2 2
so erhdlt man |2 —1 2|, also eine der drei Matrizen, mit denen man alle pythagordischen Tripel
2 -2 3

erzeugen kann, und erhélt so einen weiteren Blick auf die Tatsache, dass sich fiir w, = 0 stets Tripel

mit Quadrupeln abwechseln.

Glockler hat nun alle 8 Vorzeichenméglichkeiten fiir die Startzahlen 3 und 4 ausprobiert und dabei
herausgefunden, dass hier zwei der entstehenden Folgen jeweils in eine der anderen Folgen
einmiinden und so nur einen “Vorspann” dazufiigen, ansonsten gleiche Folgenglieder liefern, sodass
nur 6 Folgen grundsétzlich verschieden sind.

Wihlt man dagegen das Zahlentripel 5,12,0,13, so ergeben sich 7 grundsatzlich verschiedene
Folgen; die Folge mit dem Startwert -5,12,0,13 miindet (nach 10 Schritten) in den Startwert
5,12,0,13.

Ahnlich verhilt es sich mit dem Start bei -7,24,0,25, wo man iiber 1,0,0,1 zu 7,24,0,25 gelangt und
bei allen anderen Vorzeichenvariationen insgesamt 7 echt verschiedene Folgen erhdlt. Dazu siehe
unten B7. Im Dokument 61 (MAS 1.5.2001) hat G. Gléckler dasselbe Tripel mit der Matrix DE{E5

abgebildet, mit demselben Resultat.
Beim Startwert 1,0,0,1 gibt es sogar nur 3 verschiedene Folgen.

Jedoch ergeben sich fiir 20,21,0,29 lauter verschiedene, also 8 Folgen, die man unten bei B8
aufgelistet findet.
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12

12

18°

18°

18°

18?

18?

18?

Kommentar (A.Ha.):
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B7 Aus dem pythagoradischen Tripel 7, 24, 25 gehen 7 verschiedene
pythagoriische Tripelfolgen bzw. 7 pythagoriische Quadrupelfolgen hervor*

1 wird zu 7,24,0,25

12
+

32
+

52

+

132?

96°

60°

(-5
48

84°

Xn_

¥Yn
Zy
t

+
22
+
42
+

62

114?

78

42°

(-6)°

30°

66°

02
+

42
+

122

475

247

91°

122

55°

1872

Xn-1

2=

82 =

18° =

3612 =

169° =

49° =

1% =

252 =

121% =

Yn—l

Yn—l
YH—I

493°
379
2657

187?
109 /
VS

67°
¥
19° 322+
13? 882
432 322+
73? 1522
1397 322+
2052 2162
+ tn»l
= Zn1 + tn—l
= Zna + tn»l
= Zn1 + 2tn—1

1 7
+ 84 = gg 3012 + 900
122+  722= 73 49 + 250 + 648
+ 60 = 612 203 + 346
10 + 50°= 512 49 + 1542 + 242
+ 40 = 412 882 + 105
8 + 322= 33 49 + 32 + 5
A > 4
7,24,0,25
7,-24,0,25 y 49+ 18+ 42
-7,-24,0,25 — 60> + 912
-7,24,0,25 490 +  140° +  200°
72 + 242 = 257 189 +  340°
24,7,0,25 490 + 238 + 578
24,-7,0,25 2870 + 816
-24,7,0,25 l
24,-7,0,25
, «
49° + 562 = 812 322+ 8 + 1?
+ 105? = 1372 9 + 40°
1200 + 225% = 2572 322 + 722 + 812
+ 345 = 377 104 + 153
184 + 5292 = 5612 322 + 1367 + 289
+ 713 = 745 168 + 425
! !
Xo1=  Xo +  Ya -t
AL YT K - Lt
Zn1 = Vo - Znt
th1 = -Xp Vo = Zn t 24

Hier handelt es sich um die Matrix DsE,E;, also um die Folge (17) aus B2, mit der Besonderheit,

dass in diesem Fall 7 verschiedene Folgen entstehen. Siehe dazu auch Kommentar zu B6.
Im Dokument Nr. 61 vom 23.1.2001 aus Gloeckler Liste Baum (MAS ,,Pyth. Tripel-Folgen*
1.5.2001) betrachtet Glockler dasselbe Quadrupel, allerdings unter der Abbildung D{E E4

(= Folge 6 in B2), und erhélt auch 7 verschiedene Folgen.

24 Quelle: Gloeckler Liste Baum, Nr. 60,

MAS: ,,Aus einem pyth. Tripel_24.4.03%, 17.5.2003. Umformatiert von A.Ha.

949
6972
4457
2912
137?

812

67
109°
249
389
627
865

33
41°
113?
1852
321°
4572
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B8 Die 8 Formeln zur Berechnung der 8 alternierenden Folgen,

die aus einem pythagoriischen Zahlentripel mit A hervorgehen®

Xp = Xp1 - Yn-l + tn-l
A Yn = Xn-1 = Iy + tn—l
7, = - Yn-l - 2y + t11-1
tn = Xp1 - Yn—l = Zn1 + 2tn—l
Tund II I, und II,
Xon+l = +Uu - 2n+1)v + 2n+1)t Xon = +Uu - 2nv + 2nt
Vons1 = +(2n+1Du - 2nn+1)v + 20’ +2n+ 1)t Yy = +20u - (20°-1)v + 2n’ t
Zome = - v+ t Znm = 0
tonsy = +(2n+1Du - @o*+2n+1)v + 2m*+n+1)t thy = +20U - 2n’v + e+ 1Dt
III und IV I, und IV,
Xome1 = +u + 2n+1)v + 2n+1)t Xon = +u + 2nv + 2nt
Yon1 = +(2n+1u + 2n(n+1)v + 20+ 2n+ 1)t yam= +2nu + (2n*-1)v + 2n’t
Zome1 = v+ t Zon = 0
toner = +(2n+Du+ @o*+2n+1)v + 2@ +n+1)t tiy= +2nu + 2n'v + 2+ 1Dt
V und VI V., und VI,
Xont1 = -2n+1ut v + (2n+ 1)t Xon = -2nu * v + 2n t
Yone1 = -2nn+1)u+ @2n+1)v + (2n*+2n+ 1)t ym=-@n’-)u * 2nv + 2n’ t
Zonel = -u + t Zm = 0
t1 = -(n?+2n+1)u* 2n+1)v + 2@ +n+1t ton = 2nu * 2nv + (2n?+ 1)t
VII und VIII VII, und VIII,
Xon+1 = @2n+1ut v + (2n+1)t Xon = 2nu * v + 2nt
Yont1 = 2nn+1u+ @Pn+1)v + (2o +2n+ 1)t ym= (@0°-)u * 2nv + 2n’ t
Zom+1 — u + t Zm = 0
tmn = (@n*+2n+1)ut 2n+1)v + 2@ +n+1)t ton = 42nu + 2nv + 2+ 1)t

Beispiel fir V und V,

m 0 1 2 3 4 5 6 7
Xm 5 20 28 36 44 52 60 68
ym 12 25 45 81 117 169 221 289 —
Zm 0 8 0 8 0 8 0 8
tn 13 33 53 89 125 177 229 297

Bei der Berechnung der speziellen alternierenden Folgen sind abwechselnd die linke und
die entsprechende rechte Formel mafligebend.

25 Quelle: Gloeckler Liste Baum, Nr. 91,
MAS: ,,Die 8 Formeln zur Berechnung_6.5.03%, 30.7.2003
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Kommentar (A.Hi):

Hier werden fiir die alternierenden Folgen, die sich mit Hilfe der Matrix D-E,E5 ergeben (siehe

oben B6 und B7 und Rekursionsvorschrift (17) aus B2), allgemeine Folgenglieder einer
,2Doppelfolge“ fiir die ungeraden Indizes (links, Quadrupel) und die geraden (rechts, Tripel)
angegeben, die ohne Kenntnis der vorangehenden Folgenglieder auskommen und nur vom Index n
des Folgengliedes (und dem Startwert) abhdngen.

Zu beweisen sind die Formeln mit vollstdndiger Induktion, indem man z.B. von der
Induktionsvoraussetzung I, fiir das 2n-te Folgenglied ausgeht, mittels Abbildung A zeigt, dass dann

die Formel I fiir das (2n+1)-te Folgenglied stimmt, und daraus dann mit A die zu zeigende
Behauptung I, , fiir das (2n+2)-te Folgenglied herleitet. Der Induktionsanfang fiir n=0 stimmt

offensichtlich.

Natiirlich erhdlt man auch alle Folgen, wenn man nicht die Formeln variiert, sondern die Vorzeichen
von u und v, sodass man die {ibrigen Formeln nicht mehr zu beweisen brauchte.

Die Folgen I, ITI, V, VII erhélt man z.B. fiir ein Zahlenpaar u und v; setzt man ihre Gegenzahlen ein,
so erhdlt man die Folgen II, IV, VI, VIII.

Als Beispiel werde das Tripel 20,21,29 in die angegebenen Formeln eingesetzt:

u=20, u= -20,
v=21, 0 1 2 3 4 5 6 7 v=-21, 0 1 2 3 4 5 6 7
t=29 t=29
20 28 36 44 52 60 68 76 -20 30 80 130 180 230 280 330
| 21 49 77 121 165 225 285 361 Il 21 9 39 169 299 529 759 1089
0 8 O 8 0 8 0 8 0O 50 0 5 0 50 O 650
29 57 85 129 173 233 293 369 29 59 89 219 349 579 809 1139
20 70 120 170 220 270 320 370 20 12 4 4 12 20 28 36
I -21 49 119 289 459 729 999 1369 v 21 9 -3 1 5 25 45 81
0 50 0 5 0 50 0 50 0O 8 O 8 0 8 0 8
29 99 169 339 509 779 1049 1419 29 17 5 9 13 33 53 89
21 30 39 48 57 66 75 84 21 28 77 126 175 224 273 322
V 20 50 80 128 176 242 308 392 VI 20 8 36 162 288 512 736 1058
0O 9 O 9 0 9 0 9 0O 49 0 49 0 49 0 49
29 59 89 137 185 251 317 401 29 57 85 211 337 561 785 1107
21 70 119 168 217 266 315 364 21 ‘12 3 6 15 24 33 42
VIl -20 50 120 288 456 722 988 1352 Vil 20 8 -4 2 8 32 56 98
0 49 0 49 0 49 0 49 0O 9 O 9 0 9 0 9
29 99 169 337 505 771 1037 1401 29 17 5 11 17 41 65 107

Man sieht, dass die Folgen IV und VIII im Diagonalenwert t zuerst einmal abnehmen, sie kommen
aber nicht wieder zu einem Ausgangswert der anderen Folgen zuriick, sodass es wirklich 8 ganz
verschiedene Folgen sind und wir hier wohl den allgemeinen Fall vor uns haben — im Gegensatz zu
den Folgen in B6 und B7.
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126

B9 Spezielle pythagoraische Zahlenquadrupe

Flr das pythagoraische Zahlenquadrupel ( Xn.1, Yn-1, Zn1, th-1), das der Bedingung
X2n-1 + yzn-1 + Zzn-1 = t2n-1

genugt, lassen sich weitere solche Quadrupel rekursiv ermitteln. Es gibt 28 verschiedene
Rekursionsformeln, im Folgenden wahlen wir eine davon aus:

Xn = YH—I.A + Zp-1 + tn—l

Yn = -Xp1 + Zp-1 + tn—l I

Zy = -Xn1 + YH—I + tn—l

tn = -Xp1 + YD—I + Zp-1 + 2tn—1
Beispiel: Es gilt : 12+ 62+ 182 =192

Also ist (1, 6, 18, 19 ) ein pythagoraisches Zahlenquadrupel. Entsprechend der Formel |
lasst sich daraus sofort ein neues pythagoraisches Zahlenquadrupel bestimmen:

Xp1 = 1 Xp = +18 +19 = 43
Yo = 6 Vo = -1 +18 +19 = 36
Zna = 18 zZn = -1 +6 +19 = 24
ta = 19 t. = -1 +6 +18 +38 = 61

Also gilt: 247 + 36% + 432 =612
Fir das Folgende wahlen wir neue Bezeichnungen:
Xo=:U Yo=iV Zo=w und to=:t mit u? + v? + w? = t?

Fir die Quadrupelfolge ( xn, Yn, Zn, tn) gelten dann die folgenden Formeln, die (einmal
gefunden) leicht nachzuprtfen sind:

X, = (I-n)-u + n-v + n-w + n’ -t
1 1 n+
Y = -n-u * 5[1"'(_1)“ v +5[1+(_1) Ty n-t
1 o Ia
Zin = -n-u +E[1+(_1) 1] v +%[1+(_1)n w + n-t
tin = -n*-u + n-v + n-w + (0 +1)t

Beispiel firu=1, v=4, w=8 undt=9: dannist 12 + 4% + 82 = 92

und fir n = 3 gilt dann:

26 Quelle: MAS: ,,Spezielle pythagoriische Zahlenquadrupel®, 02.05.2001, mit kleinen Anderungen von A.Hé.
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X3 = -8-1 +3-4 +3.8 +9.9 = 109
V3 = -3-1 +0-4 +1-8 +3-9 = 32
73 = -3-1 +1-4 +0-8 +3-9 = 28
t3 = -9.1 +3-4 +3.8 +10-9 = 117

In der Tat ist: 28% + 32% + 109% = 1172

,Keimquadrupel*

Bemerkenswert ist nun, dass es Folgen von Quadrupeln gibt, die in schdoner Weise aus
einem ,Keim-Quadrupel“ hervorgehen.

Ein solches ,Keim-Quadrupel“ ist z.B. (0, 0, 1,1), denn es ist 02 + 0% + 12 = 12,

Wendet man firn =1, 2, 3 ... die zuletzt beschriebenen Formeln auf dieses Quadrupel
an , so ergibt sich die folgende Quadrupelfolge:

n=0 0*+0°+ 12 = 1°
n=1 12+22+ 22 = 32
n=>2 22+3%+ 62 = 7
n=23 3P +42+ 122 = 132
n=4 42 +5%+20% = 21°
n=>5 5°+6°+30*> = 31°
n==6 6%+ 72+ 42> = 437
n="7 7+ 82+56> = 572
n==8

8+9°+72° = 73

Unmittelbar erkennt man hier das allgemeine Bildungsgesetz dieser pythagoraischen
Quadrupelfolge:

n*+(n+1+n (n+ 1) =[1+n(n+1)f (2)

Einem anderen ,Quadrupelkeim® liegt das agyptische Dreieck zugrunde:
324+ 42 = 52

In unserer Betrachtungsweise ist dann z.B.
F+42+0°=5 a)

oder 42 + 3+ 02 = 52 b)
oder 02+ 3*+42=5? c)
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Wenden wir auf diese Quadrupel unsere Folgenformel la an, so ergibt sich folgendes:

= 32+ 42+ 02 — 52
= 22+ 62+ 9* = 117
£+ 8+19° = 21°

62+ 10% + 33? 352
82+ 12*2+51> = 53

[aB]
A —

|/ B2 083
Il

A WNRFRO

Das Bildungsgesetz der Folge ist unmittelbar ersichtlich.
(2n )+ [2 (n+2)f+(2n%+4n+ 3)°=(2n%+ 4n + 5)’ (3)

n=0 £+3+ 02 = 5
n=1 1?+42+ 8 = 9

b) n=2 22+5°+14 = 15
n=3 F+6°+22° = 23
n=4

4 +5+32° = 33

Das Bildungsgesetz sieht wie folgt aus:

n’+ (n+ 3)+(n°+3n+ 4)=(n’+3n+5) (4)
n=0 0+ 3+ 4 = 5%
n=1 82+ 9%+ 12 = 172

) n=2 132+ 14*+ 34* = 39?
n=3 18+ 19+ 66° = 712
n=4

23°+24°+108° = 113°

Auch hier ist das Bildungsgesetz relativ leicht erkennbar:
(5n+3)+ (5n+ 4)P+[n (5n+ 7)= [5n%+ 7n + 5] (5)

Aus dem Vorangehenden ergeben sich naturlich viele weitere Fragen:

192 = 361 ist z.B. eine Quadratzahl, welche mit zwei verschiedenen Quadrupeln
verbunden ist.
192=12+ 62+ 18?
=6+ 10° + 15?

Die nachste ungerade Quadratzahl 212= 441 ist schon mit 6 verschiedenen pythago-
raischen Zahlenquadrupeln verbunden.

212 = 4>+ 52+ 202 4+ 5420 = 29
= 4%+ 8%+ 192 4+ 8+19 = 31
= 4%+ 13* + 162 4+13+16 = 33
= 62+ 9%+ 18° 6+ 9+18 = 33
= 82+ 112+ 162 8+11+16 = 35
= 14% + 72 + 147 14+7+14 = 35
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Bemerkenswert unter diesen Quadrupeln ist das dritte und vierte. Hier gilt:

217 = 4 + 132 + 16> = 6° + 9> + 18?
33 = 4 + 13 + 16 = 6 + 9 + 18
18 = 324 = 4.13 + 13.-16 + 16-4 = 6-9 + 9-18 + 18-6
18 + 21 + 33 = 72
33 - 21> = 2.18 = 9-72
4 + 13 + 16 + 6 + 9 + 18 = 66
21 = 1 + 2+ 3 + 4 + 5 + 6 = ds

Anhnliche Uberlegungen lassen sich mit dem fiinften und sechsten Quadrupeln anstellen.

Kommentar (A. Ha):

Es handelt sich um das Rekursionsgesetz (2) aus B2, also um DE1, bei dem hier verschiedene
Starttupel eingesetzt werden.

0 2\ (6] [12) [20
Z.B. entstehen aus (1) die Folgenglieder i , ; , g , g ,..., die oben beim Abschnitt
1 3/ \7) 113/ \21

,Keimquadrupel® in verdnderter Reihenfolge angefiihrt ist. Diese Folge liegt bemerkenswert dicht,
der Unterschied der x- und t- Koordinaten betrdgt nur 1, ebenso der zwischen den y- und z-
Koordinaten, auch ist der Zuwachs der y- und z-Koordinaten mit 0 / 2 sehr gering.

Das Vorriicken der y- und der z-Koordinaten driickt sich in den angegebenen Rekursionsformeln Ia
aus, die Glockler in Abhdngigkeit vom Folgenindex gebildet hat. Diese Formeln lassen sich mit
vollstandiger Induktion direkt beweisen und gelten fiir jedes beliebige Starttupel.

Im Unterschied zu den alternierenden Folgen aus B8 benétigt Glockler hier keine Doppelfolge,
sondern er findet eine Formel fiir alle Folgenglieder.

Die 4 Formeln (2) bis (5) gelten nur fiir die jeweils angegebenen Startwerte (deren Koordinaten-
Reihenfolge wurde in den Listen jedoch z.T. geédndert), wahrend die Formal Ia fiir alle Startwerte
gilt.

Die beiden am Ende angefiihrten Quadrupel gehoren eigentlich in ein ganz anderes Forschungsfeld
Glocklers”. Sie haben offensichtlich die Eigenschaft, dass nicht nur die Quadratsumme x2 + y?2 + z2
der Komponenten iibereinstimmt, sondern auch die Koordinatensumme x + y + z, was wohl ein
Raritét ist! Dass in diesem Fall dann auch die Summen der gemischten Produkte (in der 3. Zeile)
iibereinstimmen, ergibt sich aus der binomischen Formel.

Im Anschluss werden noch Beziige diese Quadrupel zum ,,Patriarchen-Alter” 72 und zur
,Mysterienzahl“ 6 hergestellt.

27 Weitere ,,bemerkenswerte Quadratsummen“ finden sich in Gloeckler Liste Baum, Nr. 70
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B10 Besondere primitive pythagoraische Quadrupelfolgen®

a) 12 + £ + 8 = 9? b) 22 + 6> + ®? =112
1? + 6° + 18% = 19° 22 + 10> + 25 = 27
1° + 8 + 32% = 33? 22 + 14° + 49° = 51°
1 + 10° + 50% = 51° 2> + 18° + 81° = 83?

0) 3+ 2>+ 6> = 7 d) 4 + 1? + 8 = 9?
3+ £+ 122 = 13 4 + ¥+ 122 = 13
3+ 6>+ 222 = 23 4 + 5+ 200 = 217
3+ &+ 36= 37 £+ 7+ 322= 33
3+ 102+ 54 = 55 £+ P+ 48 = 49
3+ 122+ 760 = 77 £+ 11*+ 68 = 77

e) 4 + 8 + 1% = 9 f) 5% + 0+ 122 = 13
£+ 1688+  1¥ = 217 5 + 2+ 1= 15
4+ 24+ 3 = 417 5 + £+ 20 = 21
£+ 322+ 61°= 69 5 + 62+ 302=  31°
42+ 400+ 97 = 105 5 + 82 + 44 = 45

Georg Glockler: Besondere Quadrupelfolgen, Mathematisch-Astronomische Sektion am Goetheanum, 23.4.2001

Kommentar (A. Ha.):

In diesem Dokument sind sechs Folgen dargestellt, bei denen jeweils im Quadrupel (a,b,c,d) die
erste Zahl a konstant ist und die zweite arithmetisch mit Zuwachs 2, 4 oder 8 voranschreitet.
Die Differenz d - c betrdgt meistens 1, je einmal 2 und 8.

G. Glockler gibt nicht an, auf welche Weise er diese Folgen gefunden hat.

Zum einen hat G. Kowol fiir diese Folgen Bildungsgesetze mitgeteilt:

Fiir ungerades a = 2k+1 erhdlt man die Folgen mit d — ¢ = 1 mit Hilfe der Formel
(2k+1)? + (2n)?> + (2k? + 2k + 2n?)? = (2k? + 2k + 2n? + 1)~

Flir gerades a = 2k gibt es mehrere Formeln. Im Folgenden diejenige, die den Fall b) mit

einbezieht:
(2k)? + (2kn)? + (k?n? + k? -1)2= (k?n? + k? +1)2.
Das liefert fiir k = 1
224 (2n)2 + n* = (2 + 2)?,
also die allgemeine Formel fiir b). Damit sich primitive Quadrupel ergeben, muss n ungerade
sein. Flir k= 2 ergibt sich
42 + (4n)?> + (4n? + 3)? = (4n? +5)>.
Das ist eine Folge, die G. Glockler nicht aufgelistet hat.

28 Quelle: MAS ,,Besondere Quadrupelfolgen®, 03.05.2001
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Sie beginnt mit 4% + 42 + 72 = 92, 42 + 82 + 19? = 212 Letztere Beziehung kommt aber auf S. 37
unten vor.

Interessant ist, dass die beiden AulSenglieder bei den Quadrupeln
(4, 4n, 4n2+3, 4n2+5) und (4, 8n, 4n? + 3, 4n? + 5) libereinstimmen. Letzteres liefert gerade die

Formel im Fall e).

Zum andern gibt die in B4 vorgestellte Matrix A=D:E,E; einen Hinweis, wie man solche Folgen
,designen“ konnte: Dort hat die Folge 1b) schon fast alle gewiinschten Eigenschaften, dass namlich
die x-Werte konstant sind und die z-Werte arithmetisch anwachsen, und zwar mit dem Zuwachs

X1 + Xy, der hier 4 betragt.

1 1\ (1) [1 1 1
" _lo " s ol[2]|8][18][32]| g :
Waihlt man als Startwert v= ol so erhdlt man die Teilfolge ollallalls Hs | die — bis auf
1 1/ 13/ 19/ \19/ \33
die Vertauschung der 2. und 3. Koordinate — die obige Folge a) darstellt.
0 2 2 2 2
Waihlt man als Startwert v= _01 , so erhdlt man die Teilfolge ; , Z , i(S) , ‘112 , alsob).
1 3/ \11/ 127/ \51
3 31 /3 3 3
Der Startwert v= g liefert die Teilfolge g , 142 , 262 , 3;36 , also das Beispiel c).
7 71 \13) 123/ \37
-3\ (4 5
Die iibrigen Folgen erhélt man z.B. durch die Startwerte ?) , é und 102 ,
571 \9 13

4
die von G. Kowol zusétzlich angefiihrte Folge durch den Startwert v= Z .
9
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B11: Pythagoriische Zahlenquadrupel mit "gleichen Basisdifferenzen" (B)*

T T
a) 921° + 924> + 928 = 16012 c) 1865* + 1870° + 1882° = 3243°
309 + 312% + 316* = 541° 947> + 952° + 964> = 16532
63° + 66> + 70° = 115° 1272 + 132% + 144> = 233
19* + 222 + 26° = 39? 612 + 66° + 782 = 1192
1?2 + 4% + 8 = 9? 1?2 + 6% + 18% = 19?
¥ o+ & = 5 5+ 12 = 13
b) 1 + 2> + 2> = 3’ d 17 + 4> + 8> = 9
23% + 24% + 24% = 412 192 + 22?2 + 26° = 392
3292 + 330° + 330% = 5712 63° + 66> + 70° = 115°
4591° + 4592° + 4592 = 79532 l
63'953> + 63954 + 63'954*> = 1107717
! h) 8 + 12° + 9> = 172
T T
e) 2698% + 2706 + 2721° = 46912 g) 406° + 426° + 447° = 739>
1168* + 1176* + 1191% = 20412 280 + 300° + 3212 = 5212
184> + 192° + 207° = 3372 148 + 168 + 189° = 2932
742 + 822 + 972 = 147> 98* + 118 + 139° = 207>
2%+ 10 + 25% = 272 8 + 28° + 49% = 572
8 + 15 = 172 200 + 21 = 29?
f) 22+ 6° + 9> = 112 h) 22 + 6° + 3 = 7°
14* + 18* + 212 = 312 8 + 122 + 9% = 172
80° + 84> + 87% = 1452 522 + 56° + 53% = 932
244> + 248 + 251% = 429° 134% + 138° + 135% = 235°
1162* + 1166* + 1169° = 2019° 746% + 750 + 747% = 12952
! !
T T
i) 4938 + 4950° + 4985 = 85872 k) 215 + 222 + 246% = 3952
2796* + 2808° + 2843%* = 48772 127> + 134° + 158% = 243°
336> + 348° + 383 = 617> 777 + 84 + 108 = 1577
182 + 194* + 229° = 3512 117 + 18 + 42 = 47°
2% + 14% + 49> = 512 1 + 8 + 322 = 332
122 + 35° = 372 70+ 247 = 25°
j) 22 + 10* + 25% = 272 1) 12 + 6% + 182 = 192
74* +  82* + 97¢ = 1472 61 + 66° + 782 = 1192
184> + 192 + 207° = 3372 127> + 132° + 144* = 2332
! !

29 Quelle: Gloeckler Liste Baum, Nr. 159, 18.3.2003. MAS: ,,Zahlenquadrupel mit gleichen Basis (B)“, 17.5.2003.
Daneben gibt es auch das Dokument ,,Zahlenquadrupel mit gleichen Basis (A)“, 17.5.2003, Nr.158, dessen Inhalt
zum Teil in B enthalten ist; es enthélt daneben auch eine_Tripelfolge, fiir die y-x konstant ist.



43

Kommentar (A. H3)
Es fallt auf, dass

- bei jeder Folge die Differenz der ersten beiden Glieder konstant ist (y,, - x;,),
- ebenso die Differenz der zweiten und dritten Glieder (z, - y,),

- bei den nach oben fiihrenden Folgen diese Differenzen identisch sind mit den ,,Katheten“ des
darunter stehenden Tripels,

- die Folgen a) und d) identisch sind , ebenso c) und 1) sowie f)und i).

G. Glockler gibt leider nicht an, auf welche Weise er diese Folgen gefunden hat; er notiert auch
nicht, ob die Folgen “dicht“ liegen, ob also alle Quadrupel desselben Typs erfasst werden®. Da auch
Folgenglieder mit grofen Zahlenwerten vorkommen, hatte er vermutlich ein/das Bildungsgesetz
gefunden.

Mit Hilfe der Matrix D kann man nun Folgen bilden, in denen die meisten der oben aufgefiihrten
Quadrupel erzeugt werden. (Die nicht erzeugten sind fett und kursiv gedruckt.) Es handelt sich
dabei um die Folge (1) aus B2, bei der jedes zweite Quadrupel die erwiinschten Differenzen
aufweist.

Aus dem Bildungsgesetz der Matrix D:

X, = Yn—1+Zn—1+tn—1

n

yn:anl tz +t -1

n—1 n
=Xty t
=X, 1Y, gtz 28
folgt Yy — X = Xp.1 - Yp.1 > diese Differenz alterniert also,
und die Differenz Z,— Y= Yp-1 - Zy.1 €benso.

Auf die Folge a) angewandt bedeutet dies fiir die Startwerte (-3,0,4,5) und (3,0,-4,5)
(-3045) Dy (96211) - (19,22,2639) ~  (87.84,80,145)  ~ (309,312,316,541)

(30-45) s (1489 5 (21,181431) -  (636670,115) - (921,924,928,1601)

wobei die fett gedruckten Quadrupel — ineinander geschachtelt - die Folge a) ergeben. Die restlichen
Quadrupel haben die Differenzen -3 und -4 und tauchen deshalb in a) nicht auf.

Anstatt im Starttupel die Vorzeichen zu wenden, konnte man die Folge der oberen Zeile mit D-!
nach links verldngern und erhielte auch so die Quadrupel der unteren Zeile, allerdings mit
gewendeten Vorzeichen bei den x-, y- und z-Werten:

(-251,-248,-244,429) < (-63,-66,-70,115) < (-21,-18-14,31) (-1,-4,8,9) D1 (-3,0,4,5)
<— <

\L EE>E; Q/ E EyE;

(63,66,70,115) (1,4,8,9)

30 Bis y=100000 kann ich die Vollstéandigkeit der Tabellen bestétigen.
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Eine weitere Variante besteht darin, mit der Matrix D":= (- D) Folgen zu bilden, z.B.
(1,4,8,-9) D'E (3,0,-4,5) > (-9,-6,-2,-11) > (19,22,26,39) > (-87,-84,-80,-145)

Die hier entstehenden Quadrupel weisen alle dieselben Differenzen auf, denny, —x, = y,.; - X,.1 »

und z, —y, = Z,.; - ¥,.1 allerdings alterniert die Diagonale im Vorzeichen, was nicht erwiinscht ist.

Esist (D) = DEE,E;T, die auf S. 20 erwéhnte Matrix.

Bei Folge c) wahlt man dementsprechend die Startwerte (-5,0,12,13) und (5,0,-12,13) um die
Differenzen +5 und +12 zu erzielen usw.

Bei den nach unten fiihrenden Folgen ist das benétigte Tripel nicht angegeben, aber man braucht
bloR die Differenzen zu bilden, z.B. bei j) die Differenzen 8 und 15, man startet also bei (-8,0,15,17)
und (8,0,-15,17).

Bei Folge b) liegt der Sonderfall vor, dass man mit dem Starttupel (-1,0,0,1) bereits die ganz Folge
b) erhilt. Dies liegt daran, dass (-1,0,0,1) mit D auf (1,0,0,1) abgebildet wird und auf diese Weise
die Verldangerung nach links nur die ,,gespiegelten” Quadrupel liefert.

Bei der Folge k) — und entsprechend auch bei g) — gibt es eine komplette Teilfolge von Quadrupeln,
die nicht von (-7,0,24,25) oder (7,9,-24,25) aus erreicht werden. Es gilt dabei
(-77-84-108,157) D (-35-28-445) - (136-1823) - (11,184247)  (107,100,76,165),

die beiden in k) markierten Quadrupel liegen also in ,,verschiedenen Hélften* einer Folge.

Auch zu den Abstdnden 9\40 und 11\60 habe ich Quadrupel gefunden, die von den jeweiligen
Tripeln aus (also von (-9,0,40,41) oder (9,0,-40,41) etc. ) nicht mit D erreicht werden.

G. Kowol gibt unten Bedingungen dafiir an, wann solche besonderen Quadrupel auftauchen und wie
viele Aquivalenzklassen es jeweils gibt.

Nebenbei sei erwdhnt, dass man mit jedem Quadrupel mithilfe von D eine Folge von Quadrupeln
erhdlt, von deren Gliedern jedes zweite dieselben Differenzen wie das Ausgangsquadrupel aufweist.
Als Beispiel diene das Quadrupel (2,3,6,7) mit Abstand 1\3

(2367) 5 (16151225 (5253,56,93) - (202,201,198,347) - (746,747,750,1295).

G. Kowol zeigt zwei Varianten, wie alle Quadrupel im Dokument B11 aufzufinden sind:
Gesucht sind die Lésungen von
(x—r)+x*+(x+s)’ =y’ mit fixenr , s> 0,
wobei r, s Elemente eines pythagordischen Tripels sind: r? + s? = t2. Durch Ausrechnen,
Multiplizieren mit 3 und Umformen erhdlt man

3y°—(3x+(s—1))=31"+3s" —(s—r)=2(r’ +s +13).

Es sind also die Losungen der Pellschen Gleichung
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2 2
z'—3y =c
gesucht, wobei z= 3x + (s - r) gesetzt wurde. Falls eine solche liberhaupt existiert - was hier der
Fallist: z=s-r (x=0),y =t - so gibt es stets unendlich viele Losungen.

Alle Losungen findet man folgendermallen: Man beniitzt die Zerlegung
2’=3y*=(z+V3y)(z—+3y) und rechnet im Integritiitsring Z [3]. Dieser ist ein
sogenannter euklidischer Ring, d.h. es gibt wie im Bereich der ganzen Zahlen Z eine Division
mit Rest. Aufgrund dessen haben diese beiden Bereiche, was die Zerlegung von Elementen betrifft,
dieselben Eigenschaften.

Der fiir die Primelementzerlegung in einem solchen euklidischen Ring R relevante Satz
lautet:

Jedes Element a€R ,a#0 und keine Einheit, Iéisst sich eindeutig bis auf Einheiten und
Reihenfolge als Produkt von primen Elementen schreiben.
Einheiten sind die Teiler von 1, also in Z die Zahlen +1. In Z [+/3] sind sie gegeben durch
+e", n€Z, wobei e€=2+3 diesogenannte Fundamentaleinheit ist. Die primen Elemente
sind Nicht-Einheiten und als echte unzerlegbare Elemente (= keine echten Teiler) definiert; oder
wasin Z undauch Z[v3] dazu dquivalent ist: als Elemente, die, wenn sie ein Produkt teilen,
mindestens einen Faktor teilen. In Z sind das die Zahlen +p, p Primzahlin N. In Z[\/3]
sind es bis auf Einheiten einerseits die Primzahlen p€N, wo p#1(12) , andererseits die
beiden Faktoren in der Zerlegung von p, wenn p=1(12) (das ist ein tiefliegendes Ergebnis).
SchlieBlich ist noch 1++/3 Primelement als bis auf eine Einheit einziger Faktor von 2:

—(1+43)(1=+3)=€"" (1+3)"

In den von Gléckler behandelten Fillen hat c die Gestalt ¢ = - 2k mit k gleich 1 oder ein
Produkt verschiedener Primzahlen p; der Gestalt p; = 1(12). Im Weiteren sei an einem Beispiel
(Fall k): r = 7,s =24,z = 3x + 17) die allgemeine Argumentation vorgefiihrt: Gesucht sind die
Losungen z°—3y =—2-13-61. Man zerlegt die rechte Seite in Primelemente:

(z+y+3)(z—y+3)=(1++3)(1—+3)(4+3)(4—+3)(8+3) (8-+3).

Aufgrund der eindeutigen Primelementzerlequng ergeben sich fiir z+y 3 bis auf Einheiten
die folgenden 4 Méglichkeiten — indem man iiberall /3 durch —+/3 ersetzt, erhdlt man jeweils
die zugehirige Zerlegung von z—vy+/3:

z+y+\3= (1+¢3)(4+J3)(8+()=x 18
2+yV3=(1+3)(4+3)(8—3) > x=8
z+yV3=(1+V3)(4—+3)(8+3)=x=0
z+yV3=(1+v3)(4—+3)(8—V3)=>x=—6.

Zufiilligerweise kann man hier stets 1++/3 als ersten Faktor aus der Zerlegung von -2
nehmen, damit sich ganzzahlige Quadrupel ergeben. Um allgemein den richtigen Faktor zu finden,
berechnet man zuerst das Produkt der anderen Faktoren. Es ist von der Gestalt a+b+/3. Wenn
a =s-r(3),sowdhltman 1+ V3; wenna = - (s—r)(3),dannist 1— V3 der richtige Faktor.
Das liefert dann stets ganzzahlige Quadrupel. (Aus Kongruenziiberlegungen folgt, dass stets

a#0(3) und (s—r)#0(3), wenn man von einem pythagordischen Tripel ausgeht.)
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Diese vier Losungen sind nicht zueinander dquivalent, d.h. unterscheiden sich nicht nur um eine
Einheit. Alle anderen Lésungen der Pellschen Gleichung bekommt man durch Multiplikation mit
einer beliebigen Einheit. Man erhilt somit genau 4 Aquivalenzklassen von Losungen. So enthdlt die
erste Klasse genau die Elemente

(£e")(1+V3)(4+V3)(8+3),neZ,
und darunter kommt z.B. (1—+/3) (4 ++/3)(8++/3) vor. Dabei fiihren jedenfalls diejenigen
Lésungen auf pythagordische Quadrupel, die sich aus den 4 zuvor gefundenen durch Multiplikation

2n

mit € " ,n€Z, ergeben.

Man kann das Ganze auch mittels Matrizenrechnung durchfiihren. Der Fundamentaleinheit €
2 1
3 2

e (3) ez m3)=(37). (2], (5] (%)~

Diejenigen Losungen, fiir welche z — 17 (allgemein z — (s — r)) durch 3 teilbar ist, fiihren auf ein

entspricht die Matrix A = ( und man erhdlt alle Losungen der Pellschen Gleichung durch

pythagordisches Quadrupel.

Durch eine Zusatziiberlegung kann man unter allen Ldsungen auch die herausfiltern, die auf
positive Quadrupelwerte fiihren. Doch soll dies hier unterbleiben.

31 Die Matrix A entspricht genau der Matrix D von Gléckler, beide lassen sich in einander umformen. Man kann A
auch aus den Formeln von Cayley (siehe S.10) herleiten.
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B12 Eine erstaunliche Quadrupelfolge®

Xp = ~X%pa tZpg Tty X = “Xp1 " Yn1
, Yn = -Xp1 T Yna T N Y0 T * Yn1
A = + + + (A) = +
Zn = Yn-1 Zpp Ty Zn = TXp1
th = -Xp1 tYna tzZpg t 2ty th = -Xp1 -~ Yna

a) Grenzwerte

X, Xn 1
X, —— g t - 2
fiirn — o yn ﬁ Q

yn+1 - g2 tn - 2

z, Zn 1
z., - g2 t, - 29
tn

nt1 - g = Yn:Xn:zZn = g°:y:1

b) Rekursionsformeln

n+1 n
tn=3-tn-1-tn-2-1+2('1) 34 ”2('1) .7 =9  tp=29
ts = 3.-29 - 9 - 1.3 = 75
ty 3- 75 - 29 + 1.7 = 203
ts 3-203 - 75 - 1.3 531
tt = 3-531 - 302 + 1.7 = 1397
n n+1
Zn=3-Zn-1-Zn-2'1+T(-1) -3+ 1+2(-1) -7 z1=8 zp =21
zz = 3. 21 - 8 + 1.7 = 62
Zs 3- 62 - 21 - 1-3 = 162
zs = 3-162 - 62 + 1.7 = 431

32 Quelle: MAS 02.05.2001. Umformatiert von A.Ha.

Tl
+ Zp1 -ty

tZpg -l
- Zp1 + 2ty

fiirn — oo
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1+(-1)" 1+ (-1) ™
yn=3-yn-1-yn-2+% -3—% 7 y1=4 y2=12
V3 = 3-12 - 4 1-7 = 25
Yo = 3.25 - 12 + 1.3 = 66
ys = 3-66 - 25 1-7 = 166
n+1 n
xn=3-xn-1-xn-2—1+é_1) 13 + 1+é'1) 17 xi=1 X2 =16
X3 = 3. 16 - 1 - 1-13 = 34
Xg = 3- 34 - 16 + 1-17 = 103
Xs = 3-103 - 34 - 1-13 = 262

c) Bemerkenswert ist das Hervorgehen dieser Quadrupelfolgen aus einem Keim.

Es gilt:
Xp = 3 Xpq - X2 T 3 (-1)°
Yo = 3:Yo1 - Yu2 t (-1)"
Zn = 3:Zpy - Zna t ™
th = 3 tar - oo + D"
mit X1=Z1=O y1=-1 t1=1
und xx=t=1 y2=2,=0
far nz3
ergibt sich
x3 = 31 - 0 - 3 =0
Y3 3-0 + 1 - 1 0
73 3.0 - 0o + 1 1
3 = 3-1 - 1 - 1 = 1
X4 = 3.0 - 1 + 3 = 2
Va 3-0 - 0 + 1 1
Z4 3-1 - 0 - 1 2
s = 3.1 - 1 + 1 = 3
X5 = 3.2 - 0 - 3 = 3
Vs 3-1 - 0 - 1 2
Zs 3.2 - 1 + 1 6
3-:3 - 1 - 1 =17

ts =

Georg Glockler: Eine erstaunliche Quadrupelfolge, Mathematisch-Astronomische Sektion am Goetheanum, 25.4.2001. Umformatiert von A.H&.
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Kommentar (A. Ha.):

-10 11
Die hier angefiihrte Rekursion gehort zu der Matrix A “:= _01 i (1) i
-1 1 12

Mit den Bezeichnungen von oben ist A’= D>E und identisch mit der Folge (10) aus B2.

Betrachtet man im obigen Dokument unter b) die Rekursionsformeln, so fallt auf, dass die ersten
drei untereinander sehr dhnlich sind und dass wechselweise 3 subtrahiert und 7 addiert wird bzw.
umgekehrt.

Um die vier Formeln fiir beliebiges n zu beweisen, nehme man an, dass alle vier schon fiir n-1

. . . " 1+(-1)"
bewiesen seien; mit der Abkiirzung a ::% gelte also:

tn71:3 tr172_tr173_:‘)’an-i-7anfl
Zn—1:32‘n—2_Zn—3_3an—1+7an
YII—lZBYH—Z_YH—3+3aH—1_7aH

X, ,=3X,.,—X, ;—13a,+17a,__,.

Mit der Abbildung A" erhélt man daraus x, :

Xn:_Xn—1+Zn—1+tn—1 .
Setzt man hier die Induktionsannahme ein, so bekommt man

X,=—3X,_,+x, ,+13a —17a, _,+3z, _,—2z,,—3a, ,+7a,+3t _,—t _,—3a,+7a,_,
und umsortiert

X,=—3x,.,+3z, ,+3t _,+x _,—z .—t .,+13a —17a, _,—3a, ;+7a,—3a,+7a,_,.

Nun weill man mit A”, dass

Xpo="X, 3%z, 5+t

n—

5. und

n

3%,.,=3(—xX,_,+7, ,+t, ,), sodass man durch Einsetzen findet, dass
X,=3X,,—X,_,+17a,—13a,_, waswegen a,,=a, ; gerade zubeweisen war.

Auf dieselbe Art lassen sich auch die anderen drei Formeln aus b) sowie die Formeln aus c)
tiberpriifen.

Waihrend die Formeln aus b) allgemeingiiltig sind, sind die Formeln aus c) nur fiir die angegebenen
Startquartupel v;= (0,-1,0,1) und v,= (1, 0, 0, 1) giiltig. Bemerkenswert ist zudem, dass die
Rekursion c) mit dem dritten Folgenglied auf v3= (0, 0, 1, 1) fiihrt, sodass auch das dritte Ur-

Quadrupel in dieser Folge auftaucht.

Der Grenzwert aus a) fiir die Folge x,, lasst sich verifizieren, wenn man annimmt, dass

. an 1 . .
b:=lim —— existiert.
n->oo Xn
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. o Xno o Xy X o .
Dann ist lim —=lim ————=b" und wir erhalten aus der
ndeo X, n»o Xp-1 X,
Rekursionsformel X,=3X,_ ,—X,_,+17a,—13a,,,; durch Division mit x,
X X 17a, 13a
die Beziehung =30t w2, n, T ol
Xn Xn Xn Xl'l

und fiir n— oo 1=3b—b’*+0

N . . . _3-5
Die Losung dieser Gleichung ist (wegen b<1) b—T.

J5—

. . 1 . .
Quadriert man andererseits g:T, so sieht man, das b = g2 ist.

y Z t
-~ ——und —.
le+1 Zr1+1 tn+1

Ebenso berechnet man die Limiten von

. . X .y . Z
Um die Grenzwerte ¢ :=lim —, #:=lim —und y:=lim — aufzusuchen, kann man aus der

nsw U nsw [ nsoo L

ersten Zeile von A’ durch Teilen und Erweitern der Gleichung folgende Formel gewinnen:

X X X Zo 2o G
tl'l Xll tl’l Zl'l tl'l tl'l
und fiir n - oo Ma=—g>a+g>y+g”

Aus den anderen Zeilen gewinnt man entsprechend die Gleichungen
() p=—g" a+g" p+g"
(M)y= g"p+g"y+g"

Dieses Gleichungssystem ldsst sich 16sen und man erhélt - nach etlichen Miihen - die Lésungen

_1 .8 _1
a—2,/3’—2undy—2g.
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B13 Liste der hier nicht aufgenommenen Dokumente von G. Glockler,
die sich auch mit Quadrupeln befassen

- Folgen von pythagordischen Quadrupeln, MAS 9.5.2001. (Wird oben in A2 zitiert und beinhaltet
einen Formelsatz zur Erzeugung von pythagordischen Tripeln.)

- 6 Rekursionsformeln aus denen pythagordische Zahlen-Tripel hervorgehen (mit Beispielen),
29.3.01, MAS 1.5.2001. (Hier wird eine Auswahl von 6 Formeln aus dem Dokument B2
vorgestellt.)

- 8 charakteristische Folgen von Zahlenquadrupeln, Gloeckler Liste Baum, Nr. 51. (In dieser
Vorstufe von B2 bzw. B3 werden alle Variationen der Matrix D vorgestellt.)

- Aus einem pythagordischen Zahlenquadrupel (u,v,w,t) mit der Eigenschaft u? + v2 + w2 = t2 gehen
22 wesentlich verschiedene Folgen von pythagordischen Zahlenquadrupeln hervor, 24.1.2001,
Gloeckler Liste Baum, Nr. 45. MAS: Pythagordisches Zahlenquadrupel_22Folgen, 16.5.2001. (In
dieser Vorstufe zu B3 werden die Folgen II b,e,c vorgestellt.).)

- Aus einem pythagordischen Tripel gehen sieben wesentlich verschiedene pythagordische
Tripelfolgen hervor, 23.1.2001, Gloeckler Liste Baum, Nr. 61. MAS: Pyth. Tripel-Folgen, 1.5.2001.
(Dieses Blatt gehort in das Umfeld von B6 und wurde dort auch zitiert.)

- Aus einem pythagordischen Tripel gehen 8 unbegrenzt viele Tripel und Quadrupel hervor,
Gloeckler Liste Baum, Nr. 58. (Dieses Blatt gehort inhaltlich zu B5 und wurde dort auch zitiert.)

- Pythagordische Zahlenquadrupel mit ,,gleichen Basisdifferenzen“ (A)18.3.2003, Gloeckler Liste
Baum, Nr. 159. MAS: Zahlenquadrupel mit gleichen Basis A, 17.5.2002. (Die obere Hailfte dieses
Blatts ist im Dokument Pythagordische Zahlenquadrupel mit ,,gleichen Basisdifferenzen® (B),
Gloeckler Liste Baum, Nr. 160, enthalten, siehe oben B11. Darunter stehen noch Tripelfolgen- mit
gleichen Basisdifferenzen - die mit der Matrix A herleitbar sind.)

- Drei elementare Quadratsummen, undatierte Handschrift aus dem Nachlass, {ibertragen von Peter
Baum 2019. (Ein wesentliches Anliegen dieser Arbeit ist es, das Zusammenspiel von Tripeln und
Quadrupeln zu untersuchen.)

Die folgenden Dokumente stehen vor allem in Zusammenhang mit den ,,Drei elementaren
Quadratsummen*“ s.o0. und sollten in dem dortigen Zusammenhang gewiirdigt werden:

- Primitive pythagordische Zahlentripel und Quadrupel als alternierende Folgen, Gloeckler Liste
Baum, Nr.151. (Hier handelt es sich um den Fall m=2 aus den ,,Drei elementaren Quadratsummen*
oben.)

- Wechselseitige Beziehungen zwischen pythagordischen Zahlentripeln und Quadrupeln, 2.5.20013,
Gloeckler Liste Baum, Nr. 189. (Anhand von drei Beispielen wird wieder der Fall m=2 aus den
,Drei elementaren Quadratsummen® illustriert.)
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- Aus einem pythagordischen Zahlentripel gehen 2 alternierende Doppelfolgen von pythagorédischen
Zahlentripeln und pythagordischen Zahlenquadrupel hervor, Gloeckler Liste Baum, Nr. 59.

MAS: 27.1.2004. (Hier handelt es sich um den Fall m=3 aus den ,,Drei elementaren
Quadratsummen*“ oben.)

- Das Spektrum derjenigen pythagordischen Zahlenquadrupel, aus denen pythagordische
Zahlentripel hervorgehen, 26,4,2005. MAS: 18.5.2005. (Hier werden drei Formeln fiir Quadrupel
angegeben, die zweite stimmt mit der Formel (2) aus den ,,Drei elementaren Quadratsummen“ oben
iiberein.)

- Tabelle IT Pythagordische Quadrupel als Basis einer alternierenden Folge — Ein Spektrum,
30.5(oder 6?).2005. MAS: 5.9.2005. (Es handelt sich um die Formel (2) aus den ,,Drei elementaren
Quadratsummen“ oben.)



