
Polygonalzahlen und Polyederzahlen
unter spezieller Berücksichtigung der Dreieckszahlen

Georg Glöckler †

Vorwort

Georg Glöckler hat sich immer wieder intensiv mit Polygonalzahlen beschäftigt. Dabei
entdeckte er fortwährend neue Beziehungen und Zusammenhänge, die er in einem vorläu-
figen Manuskript zusammenstellte. Darin setzte er mathematisch gebildete Leser voraus,
denn er verzichtete hier auf eine Einführung und Erläuterung, um was es sich bei Polygo-
nalzahlen handelt. Ein solcher einführender Text fand sich im Nachlass unter dem Titel
„Bemerkenswerte Beziehungen zwischen verschiedenen Polygonalzahlen“. Man findet ihn
auf der Webseite „Vom Wesen der Zahlen“ unter der Bezeichnung „Beziehungen zwischen
Polygonalzahlen“. Er beginnt folgendermaßen:

Einführung
Wie schon der Name sagt, leiten sich Polygonalzahlen aus geometrischen Figu-
ren, nämlich Polygonen ab. Sie werden manchmal auch figurierte Zahlen genannt.
Dreiecks-, Vierecks-und Fünfeckszahlen ergeben sich z.B. dabei in folgender Weise:

•
•
• •

•
• •
• • •

•
• •
• • •
• • • •

→

d1 = 1 d2 = 1 + 2 d3 = 1 + 2 + 3 d4 = 1 + 2 + 3 + 4

d1 = 1 d2 = 3 d3 = 6 d4 = 10

•
• •
• •

• • •
• • •
• • •

• • • •
• • • •
• • • •
• • • •

→

q1 = 1 q2 = 1 + 3 q3 = 1 + 3 + 5 d4 = 1 + 3 + 5 + 7

q1 = 1 q2 = 4 q3 = 9 d4 = 16
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→

f1 = 1 f2 = 1 + 4 f3 = 1 + 4 + 7 f4 = 1 + 4 + 7 + 10

f1 = 1 f2 = 5 f3 = 12 f4 = 22

Wie lässt sich eine allgemeine Polygonalzahl berechnen?
Es sei mit Pn (ν) die n-te ν-Eck-Zahl bezeichnet. Nach dem Vorhergehenden ist dann
z.B. P4 (5) = f4 = 22. Für alles weitere ist nun grundlegend, dass alle Polygonalzah-
len Teilsummen einer arithmetischen Reihe 2. Ordnung sind. Dies lässt sich schon
der einführenden Betrachtung entnehmen. Dabei beginnen alle diese Reihen mit 1.
Eine allgemeine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist durch folgenden Ansatz charak-
terisiert:

an = a+ (a+ d) + (a+ 2d) + · · ·+ (a+ (n− 1) d)

Daraus folgt dann in bekannter Weise

an =
n

2
[2a+ (n− 1) d] (1)

Für unsere Polygonalzahlen ist dann a = 1 und d = ν − 2. Damit gilt

Pn (ν) =
n

2
[2 + (n− 1) (ν − 2)] ν > 2 (2)

Für allgemeines n und ν = 3, 4, 5, . . . ergibt sich dann

Pn (3) =
n

2
(n+ 1) = dn Pn (4) = n2 = qn Pn (5) =

n

2
(3n− 1) = fn

Pn (6) = 2n2 − n = hn Pn (7) =
n

2
(5n− 3) Pn (8) = 3n2 − 2n

...
...

...

Die Formel (2) weist nun auf eine enge Beziehung aller Polygonalzahlen zu den
Dreieckszahlen hin. Es ist nämlich

Pn (ν) = n+
n

2
(n− 1) (ν − 2) = n+ (ν − 2) dn−1 (3)

Mit dieser Formel lassen sich die Polygonalzahlen besonders leicht berechnen. Bei-
spiel:

P18 (17) = 18 + 15 · 78 = 1183
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Soweit die Einführung in das Thema Polygonalzahlen.
Hier folgt nun eine Inhaltsübersicht des gedruckten Manuskripts „Polygonalzahlen und
Polyederzahlen“. Es ist in drei Teile gegliedert, die jeweils Abschnitte mit kursiver Über-
schrift enthalten. Alle Formeln sind in römischen Ziffern durchnummeriert, in einer rech-
ten Spalte findet man Beispielrechnungen.

Teil A
Einige elementare Gestze für Dreieckszahlen dn (mit Beispielen). Formeln
I bis XXb.

S. 1 bis 6

Aus Dreieckszahlen gebildete alternierende Reihen, deren Teilsummen auf
Dreieckszahlen, bzw. auf Quadrate von Dreieckszahlen führen. Formeln
XXI bis XXVIII.

S. 7

Geometrische Reihen, deren Teilsummen Dreieckszahlen sind. Formeln
XXVII und XXVIII

S. 7 und 8

Darstellung von besonderen Dreieckszahlen durch gewöhnliche und
alternierende Reihen, die aus Produkten von natürlichen Zahlen und
speziell auch Dreieckszahlen gebildet wurden. Formeln XXIX bis XXXIV.

S. 8

Charakterisierung der Potenzen n2 und n4 durch alternierende Reihen von
Dreieckszahlen. Formel XXXV und XXXVI.

S. 8 und 9

Dreieckszahlen, die „natürliche“ Vielfache von kleineren Dreieckszahlen
sind. Formel XXXVII.

S. 9

Dreieckszahlen, die quadratische Vielfache von kleineren Dreieckszahlen
sind. Formel XXXVIII.

S. 12

Ein interessantes Beziehungsgefüge zwischen Dreieckszahlen. Formel
XXXIX.

S. 12

Teil B S. 13
Einige Gesetze über Polygonalzahlen und auf sie angewandte
Summenbildungen unter besonderer Berücksichtigung ihrer Bezeihung zu
Dreieckszahlen. Formeln I bis IV.

S. 13

Tabelle I (Polygonalzahlen) und Kmmentar, Formeln V bis XI. S. 14 bis 16
Gewöhnliche und alternierende Summen bzw. Reihen gebildet aus
Polygonalzahlen mit gleichem Index n. Formel XII.

S. 16 bis 17

Reihen gebildet aus Polygonalzahlen mit verschiedenen Indizes. Formeln
XIII bis XXXIII.

S. 18 bis 25

Tabelle IV: Eine fundamentale alternierende Reihe gebildet aus
Quadratzahlen von Polygonalzahlen mit gleichen Argumenten und
Kommentar

S. 26 und 27

Tabelle II mit Kommentar, Formeln XXXV bis XLIII S. 28 bis 31
Tabelle III mit Kommentar, Formeln XLIV bis LII S. 32 bis 35
Tabelle V: Indestabelle der zuhörigen Dreieckszahlen dn (vgl. Formel XV
in Teil B).

S. 36
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Teil C Polyederzahlen regulärer Polyeder S. 37
1. Pyramidenzahlen mit polygonaler Basis S. 37
2. Oktaederzahlen On Formel II S. 37
3. Hexaederzahlen Hn FormelIII S. 37
4. Pentagondodekaederzahlen Dn Formeln IV und V S. 37
5. Ikosaederzahlen In Formeln VI und VII S. 38

Kassel, den 28. August 2020
Peter Baum
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Unter spezieller Berücksichtigung
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Vorläufiges Manuskript von Georg Glöckler
(nicht konsequent durchkorrigierte Fassung)



TE.IL A
Einige elementare Geseta fir Dreieclcuhlen d^ (mit Beispielen)

Viele der folgenden Formeln lassen sich im Wesentlichen mit der Formel I beweisen. Bei einigen

Formeln erkennt man leicht, wie sie auseinander hervorgehen. Hexagonalzahlen ä, sind spezielle

Dreickszahlen mit dem Index wZn-l.In der Schreibweise der Formeln werden - falls möglich -
beide Symbole verwendet.

l. d.n=l+2+3+"'+n
11 r -\ ,'+n

=-ln *ll =2' 2

d, = dzn-t = I + 5 + 9 +'' '+ (+" -z)

= hn =2n2 -n

II. Charakterisierung besonderer Dreieckszahlen durch arithmetische Reihen:

a) dz, = 3 * 7 + 11+...+ @n-l) ds: 4'(2'4 +1)=36
:2n2 +n

b) d=,, : 115+9+13+"'+(4n-3) dt= | +5-+9+13
=2n2-n:h, 2.42 -4:28:h4

c) dy = 6+15+24+...+(9n-3) da= 6+15:21 fürn:2

- 9n2 +3n 
=|nQn+1,)

2

ö dr,.t = 3+12+21+...+(9n-6) dn:3+12+21+39:66 fürn--4

- 9n2 -3n 
= trnßn -t) : l. f,2

f,: Pentagonalzahl

e) dq, : l0+26+42+...+(16n-6) drc= l0+26+42+58:136 fiirn:4
:8n2 +2n=2n-(+n+t)

/) do, r = 6+22+38 +...+(16r-10) d31= 6+22+38+54+70+86+102+134:496 fürn:8
= 8n2 -2n=2n.(+"-t) = hrc

:h,

etc.

III.
Charakterisierung der im Vorangehenden beschriebenen Dreieckszahlen durch eine

Linearkombination von zwei aufeinanderfolgenden kleineren Dreieckszahlen. Die Faktoren der

Linearkombinationen sind dabei ebenfalls Dreieckszahlen. Zunächst gelten die beiden fundamentalen

Beziehungen:

a) d*=d,'dn+d,-','d,-, ds =d+'dr+dr'dt=10'3+6'l =36 frirv=4'n:2

d*-.r=d,-r.dn+d,.dn-t d'=dz'du+dr'ds=3'21+6'15=153 ftirv:3,r=6
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b) Für v = n ergeben sich speziell die folgenden bemerkenswerten Dreickszahlen:
d,, =di +d1-,

d,r_r=2dn-r.dn

dx=dt+d: =212 +152 =666 fi)rn:6
dro =2d, .ds =3240 fi)r n:9

ftir y: n ergibt sich:

dr, =dnr-,-r+(Zn-tP,

c) Für v : n+l ergibt sich:

d,.(,*tlr = di + dn*r'd,-r dr, = dl + d5 .4 = 100 + 90 = 190 fur n:4
IV. d,-dn_r=n

d,+d,-r=n2
dl + dj-, = d,, vgl. auch IIIb.

d] -di-r=nt
al -al_r=n3 .d,, at -ai =43 .dq,

= 10000 - 1296: 64 . 136:9704

Y. a) dn, =d,-tt2dn-t.d,+d, dza=ds+2dr.du+du =15+ 630+21=666 fi1rn:6

b) dsu=d)-r+3d,_t.d: dsqz=dl +3du.dr, =2t3 +3.21.2g2 =7t .d,, fi,r n=7
(vergleiche auch Xva)

vI. fl- = dp-)n-, +(2.v -lp, dr, = dn_, +3dn für v = 2

drn=drn_r+5d, fürv:3
do,r=drn-r+7d, fürv:4
etc.

dqg = dq +13d, = 86 1 + 13.28 =1225 =352

VII. d*=v2.d,-n.d,-,
speziellftirv=n:

d,, =n2.d,r+n.dn dru=36.dr+6.da=540+126=666 fürn:6

VIII.
n2 =l+3+5+...+(2.n-t)

IX.

a) dz, -2dn =n2

b) dy -3dn =3n2

c) d+, - 4d, =$n2

d) d--v'dn=d,-1'tt2

X.
a) 4d,-dr,=,
b) dz,-r -2dn - n.(n -Z)
c) 8d, = (2.n +t)' -t'



d) do, = d3,-t +7 .dn

XI. Gleichheit der Summen von je zwei Dreieckszahlen:

dtn_r * d,_2 = drn_, + dn Beispiel fiir n=4

(fiir n>3) d, + d, = du + do

28+ 3 =21+10

XII.
d,=da,-da,, dq=drc-ds=55-45=10

XIII.
a) d,_r. d n*t = 2d;{,_ry1,*21

q d: - dn = d,*t'd,-r =2d+(,,*,-r) di - d, =362 -36 = ds .dt =28.45 =1260 =2dts

q d:, - dr, =2.Q" -t).Q" +l). d, = dzn*t. d2,_t = hn. hn*t

d) 4dr. dr, = n. 2n. d2n*t = 2n2 . hn*,

e) di, - don =2.hon,*,

etc.

Proportionsgesetze

XIV.
d n+l

' dr, 2n +l

b\dr,=n
dz,*t n +1

d. n
^\v,

dzr*r 4n + 2

,, d,_, n
v, 'do,_, 4n-3

4 _t0 _s
d8369
drc _136 _8
dr, 153 g

d36 _ 36 _19
dr. 146 73

4t_66 _2
dr, 231 7

XV.
Darstellung der speziellen Dreieckszahlen d,u beziehungweise d,r_r. Bemerkenswert bei diesen

Darstellungen ist das Auftreten der Binominalkoeffizienten (zur Herleitung vergleiche Formel IIIa).

a) d,=dn

d,, =d] +d2,-,

d,. =d) +3.dj-r.d,

d,. = d) + 6.d2,-, .d] + dl_,

d ,, = d5n + 10 ' d2,_, . a) + Sdl-, . d,

d,r = df; + 28. dl-r. df + Todl-r. dl * zB. df-, + dl-,



lli
12t

l33l
14641

l5t0r05l
161520156r

t72t3s352t7l
1828s670562881

o -. =('). d; *(\\ o:-,. di,-' *('.) o:,. d7-o *...n'[rJ " 12) 14)
(r\ -.,-, .1 ("\

...+ | _ l.d:_,' .di +l ^ l.di_, für v =2.4,6...\2) " [0,

.[;) d::',.[;) a;-] a. lür v =r,3,5

AIle weiteren Untersuchungen nehmen einen entsprechenden Verlauf:

b) d,=d,
d,. = d) +3.d]_r.d,

d,, = d) +to.d]-r.a) + sal-,.d,

d,, = dl + 2t. di-r. a) +zsdl-,. d) +7 . df-r. d,

1

,,,, ,
1331

t4641
15101051

16Is201561
17213535217t

dn..-,=(:ii,) di"' *(:::") d1-, d:'-', .(::::) at-, a]'-3+

( 2v+l \"'*[2, 
-(z.v-r1) 

di:''a' fürv =t'2'3"'

c) d,-r=dr-,

d r, _t =2dr-t' d,

dr.-t=3dr-t'd'1, +dl-,

d 
n, -t = 4d,-i3, + 4d)-r'd,

d 
n, -t = 5d,-i: +10d3,-,'d'z, + d)-,

d,, -t = 9 d,-i: + 84dl-, . df + r26dj-, . dl * 36dl-1. dj + d'g,-,
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I
I l,l'

121
l33t

14641
l5r0l05l

r 6 15 20 t5 6 1

172t35352171
18285670562881

1 9 36 84 t% tX 84 36 9 I

ct , -?) ,",.d:-,.(;) di-,.d:-,.(;) a)-, a;-,+.n -' \'r' 
.(;) a;i o:.([) o:'

.[;) a:i o:.(") a;-i

für v = 1,3,5...

dn für v =2.4,6...

d) d,-, = d,-,

d ,, -t = 3d n-t ' a] + a3,-,

d,, -t = Sd,rdl + 10d)-r. a'z, + aj-,

d,o -t =9d,-dl + 84d)-r. df + l26ds,-r. dl * xal-r. al + dl-,

. I',, I
121

1331
t4641

15101051
1615201561

172t35352171
1828s670s62881

l 9:0 84 W lX 84 36 9 I

) _(zv+l\ ,r,-, (zv+t\ ,1,., .1 (2v+l) -,,.. .,dn"''-t =[rr* t)'a;:;'*[rr- t)'a;'-;' 
ai *lz, 

-t) 
a;:;''dl *"'

( 2v+l \
"' * 

[2, - (r, -r))' 
d'-'' di'



Jede Dreieckszahl d, läßt sich als Linearkombination von drei aufeinanderfolgenden Dreieckszahlen
mit kleinerem Index darstellen, insbesondere als Linerarkombination der ersten drei Dreieckszahlen.
Es gilt nämlich ganz allgemein:

xvl. d,=d,.d,*t_u-(r-t) (v+t). d,_,*d,_r.d,_r_, Fürn>v+2
Für eine Linearkombination aus den ersten drei Dreieckszahlen istn: v * z.

d,*2 = d, 'd, - (, - t) (v + l) d, + d,-r.d,
Beispiel:

dr.t = drs. d, - Q5-t) (ts +t). a, + dro. d,

dn =120. 4 - 224. d, +105' dt =153

Weitere Beispiele. für n : 36 und v = 25:
dse = dzs . dr, -24.26.dr, + dro .dro

=325. dn - 624. dn+300.d,0

=325 . 78 - 624. 66 + 300. 55 = 666
Fürn=36undv=34ist:

dto = dy'd3 -33'35'd2 + drr'd,
= 595. ds - 1155. d2 + 561. dl

=595. 6 - 1155. 3 +561. t=666

Charakterisierung von Dreieckszahlen durch gewöhnliche und alternierende potenzreihen

xYrt. d, =n' -(r-t)' *("-z)'-+...+(-t)'.' (vgl. Tabellet)

do=62 -52 + 42 -32 +22 -12 =21

XVIII. dl =t'+23 +33 +...+n3

dl =l'+23 +33 +43 +53 + 63 =441=212
oder in anderer Schreibweise:

a', =(t+2+3+...+n)'=13 +23 +33 +...+nt

xrx. du, =(6n-1)'- (a"-+)' +(an-7)2 -+...- 22

don_r = $" -z)' -(e" - sl + (en- s)r - +... _1, = kn
Beispiele für n: 6:

dza=352 -322 +2g2 -...-22 =666
dzs=342 -312 +2g2 -...- f =630=ht

XX.a dr,,_r=13 +33 +53 + ...+(Z.n-lf Fir n :1,2,3,...
: hn,

Beispiel für n: 4: dzt =13 + 33 + 53 +73 = 496 = hta

XX.b dn,*n_r=no -("-l)o +(n-2)a -+...+ (lY*'=ho,
Beispiel für n = 4: dr, = 4o -3a + 2a - la = 190

Die Formel XXa erfaßt alle vollkommenen Zahlen.

Aus Dreiecluzahlen gebildete alternierende Reihen, deren Teilsummen auf Dreieclcszahlen, bzw. auf
Quadr ate v on Dr e ie cks z ahl en führ en.



XXl. 2d, = d2, - dz,-t * drr-, - +'" + d2 - dr

2d, = 4u - d, + do - d, + d2 - dl

=21- 15+10 - 6 + 3 -l=12=2.6
xxtr. (zd 4,_, - 2d o,_r) + -... + Qd, - 2dr) = d o,

12.ll -10. 9 + 8.7 - 6. 5 + 4. 3 -2.1 = 78 = dr, fi)r n:3

xxru. dn, -d1,_ry +d(,_ry -+...+(-r)r-' .dr, =dl

d, - do* d, =45 -10 +l=36= dl für n:3

Darstellung von Dreieckszahlen durch alternierende Reihen, die sich aus Quadraten von
Dreieckszahlen bilden lassen.

XxtV. d? - d: + a'zu * ar'zo+ -...+ d1,_, - d3. + d1,., : dr,n,_,,,, = do,,,r fi)r n > 2

Beispiel fiirn:4: di-d:+a!-alo+dls=ddn=h^u
1 -36 + 441-3025 + 14400 = 1 1781 = drs:

XXV.
a) dr,,_r=dl,-r-di,-r+d].,-r-+...- dl +dl =7,,

Beispiel für n: 3: d, = d? - di * d: - d: + d? =t53 = h

b) 8d| = 41, - dl.,-, + dl,-, - +...+ d; - d?

Beispiel fiir n: 3: sd: = d'z6 - d? * di - d: + a] - al

=212 -152 +102 -62 +32 -12 =288=8.36

c) d: ==d,, -d1,_r7, *dl,_r1, -+...+ (-tYdr, +(-tl*tdr,

Beispiel für n: 5: d? = dr, - drc + dn - do * d, = 225 =152

XXVI.
a) dr,,*u,_r=di,-di,,-r+ d|,-o-+..'+ d', -d: = ho,r*r,

Beispiel für n:3: drr=d,'r-dlo+di -d: +di -dj =4995=7r*
b) d rr, *ro r*t = di,*t - d'or-, + dlr-, - +. .. - d: + dr2 = h4,, *5r*7

= ü.,*r - lN, + ü,_, - +... - lN + 4' = hon, *rnt,

Beispiel fi)rn=2: drr=di -dr'*d: -d: +dr2:1431=4t

In der Schreibweise für Hexagonalzahlen lautet die letztere Formel:

h4r, *5r*t = ü.r*r - h]., + -"' + ltl - ü * t

Ge o me tris che Re ihen, deren Te ilsummen Dreieclcszahlen s ind.

XXVII.
t , t2 , t4 , .t2n 

- ) - )t+J +J +...+J =q1t3*3r_...*2, =a;$""_t)



Beispiel für n :3: 1+32 +3a +36 =820=dqo

XXVIII. 72n-t -'72n-2 * 72n-3 - +.. . + 7 - 1 = d r.(r*, *r, +...+i*t) = d 
+0, r)

Beispiel für n:3: 75 -74 +73 -72 +7 -l=14706=dnt

Darstellung von besonderen Dreieclcszahlen durch gewöhnliche und alternierende Reihen, die qus
Produkten von natürlichen Zahlen und speziell auch Dreiecl<szahlen gebildet wurden.

A)

XXIX. d rn, *r, -, = l' 2' 3 + 3 . 4 .5 + . . . + (2" - t). 2n . (2.n + l) = hn, *, = ka,
Beispiel fljrn: 7'. d',t=1'2.3+3.4.5+...+13.14.15=6216

=9.777=7.ggg=äso

XXX. d r,, *on_r = I . 3' 5 + 3 . 5 . 7 + 5 . 7 . g + .. . (Zn - t). Q" + t). (Z.n + 3)

Beispiel fürn:3: dzs=1.3.5+3.5.7 +5.7.9=435

xxxl. d,.dr-dr.dr+dr.do-+...+(-t)'., .d,.d,*r=(-l),*, .di(n*t)=i(_t),., .d,.dn*2.

Beispielftir n:5: 1.3 -3 .6+6.10-10.15 + 15.21=2t0= dzo

B) Spezielle Reihen dieser Art, die aus ,,Komplementären Produktbildungen" hervorgehen:

XXXII.de*t)(,-2,)=dr.d,-dz.dn-r+dr.dn_r-*...-dz,.dn_2v+t*dz,*t.dn_2u fürn>2(2v+l)

Beispiel für n = 16 und v=2: dx=dt'd'u -d'' d" + d''d,o -do'd,, + dr'd,
= 1' 136 -3.120+ 6. 105 - 10.91 +15. 78 = 666

XXXIII. dr.n, = do,_r. d, - don_r. d, + do,_0. dt - +... + d2n. dzn_l

Beispiel für n : 3: dro .dr - dn .dr + dB.q - dr .do + d6 .ds

= 55 - 135 + 108 - 280 +315 =171=d23,

XXXN. d on 
. d, - d on_r 

. d, + d o,_r. dt - +... * dz,*r . d z, = -Bdl
Beispielflirn:3: drr.dr-drr.dr+drc.d3-dr.do+dr.dr-dr.du

= 78 - 198 + 330 - 450 +540 -588= -288 - -Srt:

Charakterisierung der Potenzen n2 und n' durch alternierende Reihenvon Dreieckszahlen.

XXXV.
a) n2 =drr-t-drr-r*dzr-t-+...-dr+d,
Beispiel firn:4: 42 =dt -du+dr-do+dr-dr+d,

=28-Zl +15 -10+ 6 - 3 + l=16

b) 9n2 =dun-r-dun-r*dur-r-+".+ do-d,
Beispiel fi)rn:4: 122 =144=dzz-dts+drc-dß+drc-d7+do-d,

= 253 - I 90 + I 36 - 9 I + 55 - 28 + I 0 - 1

c) eine alternierende Reihe, aufgebaut aus durch 6 teilbaren Zahlen
36n2 = d, - d, * dr, - dr, + dr, - dzo + dr., - dro + -... + dnn_l



Beispiel fljr n: 6'.

362 = 6 -36+66 -78 +l2O-210+276-300+ -...+dl

Für n:4 gilt noch die interessante Beziehung:

dru - dr, + dtz - dzt + -"' - dr, + ds- 4 =342=2dts

xxxvl.
,o =dur,_, - dor,_, + drr*. **"'-dar+du.-drr+dr,

oder n4 = drnr-n- drrr-rr*t* d2nr-sr*3-+"'- dr, + do, -dr, + dr,

Beispiel für n: 6:

6a = deo - dr, * do, - dru+"'- dr, + du - dt + d, =l))$=f$2

XXXVI. Dreieckszahlen, die ,,natürliche" Vielfache von kleineren Dreiecl<szahlen sind:

Für solche Zahlenpaare gilt dann:

v'dn:51,

Um solche Zahlen ermitteln zu können, müssen wir zunächst die hier obwaltenden Bedingungen
algebraisch fassen:

, v'(r' * n\v.dn=-=d,=

Daraus folgt:

m2 +m=v.(n'+n)
m=-+xJ4rW;T\i

Die Bedingung ist also ganau dann erfiillt, wenn der Term

4v .n(n + l)+ 1

eine Quadratzahl ist.

Dann gilt:

4v .n(n +l)+1= ml
. m,_l

mrt m: '

2

Im Folgenden ermitteln wir ftir v=2,3,4, ... der Reihe nach diejenigen Fälle, fi.ir welche die
Bedingung V' d, = d, erfüllt ist. Dazu legen wir jeweils eine kleine Tabelle an:

l) v=2-+ 4v.n(n+l)+1=8n.(n+1)+1

n 8n '(n+1) +l: *l m

2 48 *1= 72 3*
t4 1680 +1: 412 20

84 57120 +l= 2392 I 19

492::i
2870:::

d^

d3

dzo

dns

:2.d,
:2'dz
:2'dv
= 2' ds+

;

=6
= 210
:7140
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2) v:3
n

5

20
76

285

I 065

l2n ' (n+l) +l: ml
360 +i: rg2

5040 +1: 7f
70224+l= 2652

;;

d, :3'd,
dg :3' ds 45
dts :3' dzo 630
dp2:3'd76 :8778

:

= 15

= 105

= 4950

=6.d,
= 6'dz = 36
:6'dru = 630
:6'dy =3570

:
:

d^ =7.dn
dg =l'dz 2l
dzs :7'ds 105
ds2 :7' d3e = 5460

.
:

-+ 4v . n(n +1)+ t = lzn. (n+ l)+ 1

m

9
35

t32

;

3)

4)

v = 4 =22-+ keine Möglichkeit!

v : 5 + av . n(n+ 1)+ I =20n.(r + 1)+ 1

n

2

6
44

116

798

v:6 -+

n

3

t4
34

143

1420

v=7 -+
n

2

5

39

87

629

20n ' (n+l) +l: ml
120 +1: tf
840 +l: 292

39600 +l= 1992

m

5

14

99

;

d^ :5' d,
ds = 5'dz
drq = 5' da

dsg = 5' dqq

:

s) 4v . n(n+ l)+ I = 24n.(n + l)+ 1

24n ' (n+l) +1:
288 +1:

5040 +l:
28560 +l:

:

4v . n(n+ l)+ I = 28n.(r + 1)+ 1

28n ' (n+1) +l: ml m

16g +l: t32 6*
g40 +1: 292 ru

43680 +1: 2092 104

d,
ds

dy
du

mlm
fi28
7f 3s
rc92 84

;:

6)
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7) v=8-+ 4v.n(n+l)+l =32n.(n+1)+l
n 32n '(n+1) +1: ml m d. = 8. d,
5 360 +l: 3f 15* drs - 8. ds : l2O

I I 4224 +l: 652 32 dzz = B. dtr = 52g
186 lll3}24 +1: 10552 527 dszt :8. dßa : t39t21
390::::
:::::

S) v:9:32-+ keine Möglichkeit!

9) v= l0 -+ 4v.n(n+l)+l= 40n.(n+1)+t

n 40n ' (z+1) +l: mr'? m d* : l0' d,
6 1680 +1= 4f 20 dzo = l1.ds 210

12 6240 +1= 792 39 dy = l0 . dp = 7g0
55 123200 +l: 35f 175 dns : tO. dss = 15400

246 i

v= ll -> 4v.n(n

n 44n' (n+l) +l:
3 528 +t:
6 1848 +l:

69 212520 +l=

v: 12 --> 4v .n(n

n 44n '(r+l)+l:
2 288 +l=
4 960 +l=

34 57120 +t:

+1)+l =44n.(n+1)+l
*l m d^ :11 .d,
232 11 dn:ll.dz = 66
432 2l dzr = ll .do 231

46f XO dzto = ll . d6e 2656
::

+l)+l =48n.(rz+1)+l
m.t' m d^ = 12' d,
n2 8 d, :l2.dz : 36
3f 15* drc : t2.dq t2o

2392 119 drs :12.ü4 : 7l4o
::

10)

1l)

wir registrieren zum Abschluß noch einige bemerkenswerte Fälle:

ds 6'd3 = 12'd2: 36
dro 5'd6= 7'dt= 105
drt 8' dts: 12' do = 120
dzo :10.d6: 2.drq= 210
d.t 6' dtq = 3 ' dro: 630
dns : 12-ü4: 2.du:7140

ln der Tabelle sind noch diejenigen Indizes m mit einem Kreuz versehen, die selbst Dreieckszahlen
sind.
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Dreieckszahlen die quadratische Vielfache von kleineren Dreieckszahlen sind

XXXVIII.
a) dpn*tf-r, = dtn(,*t)=4'(t+ 2n)2'd^

Beispiel fürn:2: dzq=4.52dr=l02.dr=3gg

L"tb) d 
n1t,+3)z = L4'(l +2n)' -l'I 'd, für n > I

Beispielfürn=3:
r . .b

do"5 =14. 7' -1' | . d, =195' - d: =228150

Anmerkung:Für d, - m2dumitm =2,3,4,5,... gibtes keine Lösung.

E in int er e s s ant e s B ez i e hungs gefüge nu i s c hen Dr e i e cl« z ahl en

XXXIX.
n.dn*, -(n+2v).dn = n.d,-, Für v > 2

Beispiel für n:3 und v=37:
3' doo -77' d3 =3' dx = 1998

Zwei Reihen gebildet aus reziproken Dreieckszahlen

XL.
a) I +{+**#* ...**=# Dabei ist tim#= 2

Beispiel fiir r:5:
I +]+*****=* =+

b) 1-1**-**f -+...**=',

Hierbei gilt: lims, =4log2-2

Hinweis: +=--2-=2- 2,=
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TEIL B
Einige Gesetze über Polygonalzahlen und auf sie angewandte Summenbildungen unter besonderer
B e rüc l<s ic ht i gung ihr e r B e z ie hun g zu Dr e i e c ks z ahle n

l.

Polygonalzahlen sind Teilsummen der Teilsummenfolge einer gewöhnlichen arithmetischen Reihe:

P,(v) = o + lo + d)+ la + z dl+ la + 3 dl + . . . + lo + (n - tpl
2a+(n-t).a

2

Für Polygonalzahlen ist a:1 und d:v-Z. Damit gilt also

r. p,1r1=Q -2)'"' :(" -+)'" speziell p,(3)= a,= ;(n, + r)
Z

P,(6)=h,= 2n2 -n
Beispiel:

Die neunte Elfeckzahl Pe(11) ist also:

p/r r\_0t-z).9'-(n-4).9 _93 -i.g 729-63 ..rsVI)=T= 2 = r =rI
Bemerkenswert ist nun, daß sich alle Polygonalzahlen durch eine Linearkombination von zwei
aufeinanderfolgenden Dreieckszahlen darstellen lassen. Es gilt nämlich ganz allgemein die
fundamentale Beziehung:

II. P,(v) = (, -:) d,_, + d n (vgl. Tabelle t )

so ist zum BeispielP3(5) in der Reihenfolge der Fünfeckzahlen die dritte.

r,(s)= (s -:) d, + d, =2dz + dt =2.3 + 6 =12

2.

Das Entsprechende gilt auch für die folgenden Summen, bzw. ,,alternierenden Summen,,. Es gilt
nämlich:

III f n|)=f ,,8)* Q -zif r,Q)= s, (r) (vgl. rabeue 2)

rv. i(-,y.' p,(r)=i(- tY.' .p,ß)-fr-r»Crf.,r,(:)=s,(v) (vgl. rabeue 3)
lll

Zwei zugehörige Beispiele fi.ir n:4 undv:5:
443

f e(s)= I",(r). zZp,Q)=20+2'10 = 40 = so(s) (vgl. rabelle 2)

443

I (- t)r.' r, (s)= I (- r)r.' *)-z»(-rY*' p,(:)= -o -2. 4 =-r+ = sq (5) (vgl. rab. 3)



Tabelle I: Polygonalzahlen

t4

(P,(2) = n, P,(l):l)
(vgl. Formel I u. II in Teil B)

p"(1) p"(2) P"(3) P"(4) P.(5) P,(6) P.(7) P"(8) P"(9) P"(10) p"(11) p,(12) p"(13) p.(14) p"(15) pn(16) pn(17) p"(18)

- 

i-i1 1 I 1 1lllllllil1lll1 1 1 1 1 I 1 1 1 1

1 z 3 4 | s I o 7 I ll g ll ro 11 12 13 14 15 llt-16lll n 18

3 6 9 12 ,u,18 21 24 27 30 33 lljgll 3e 42 4s 48 s1

4 t1o 16 zzlzelu 40 46 s2 sB 64 70 76 a2 88 s4 @I s I rs 2s 35 4s 5s 6s 7s 8s 9s 105 11s 12s 13s 14s 155 165

-o 
_1 äe sl _oo__.I-aTl s6 111 126 14't 156 171 186 zo1 216 231 246

z f n I iö 70 w 1ll rs rct fis 1e6 217 238 2ss 2Bo 301 322 343

a so _ 11 oi 12o ua f74 zo+ 232 260 288 316 344 372 4oo 428 4s6

s 4s l-Trl r r z 1 53 rc* zx za1 2s7 333 36e 4os 441 477 51 3 54e 585

10 s5 1oo 145 _ fso 235 zao l-32s1 ezo 415 460 sos 550 595 640 685 730

11 66 et fia-l zrt 286 341 -396 4s1 506 561 616 671 726 781 836 891

12 78 144 210 
- 

276 ',:ß4i,: 408 +z+ l-s+o I ooo 672 738 Bo4 870 936 1oo2 1068

13 e'r 16e ut ftzsl iot 481 .' .-Gä7- zrs zss BZ1 e4s 1027 1105 1183 1261

14 105 196 287 378 469 ,:560,,, 651 742 | 833 | 924 1015 1106 1197 1288 1379 1470

't5 120 225 330 aSS [--sao I O+S 750 ASS 
* 

gO-O 1OOS 1170 1275 1380 148s 1590 1695

t6 976 rogo Fzrol rseo 1456 is76 1696 1816 193616 1 36 256 376 496 616 736 ,8i

17 153 28s 425 561 ogz [-4331 sog 1105 tzq -Ttn 1513 1649 17as 1s21 2os7 21s3

18 171 324 477 630 783 936 lols 1?4ia 1395 rsaa l-rzor-l ras+ 2oo7 2160 2313 2466

19 190 361 s32 703 874 roas l-rzrol rsaz 1558 tzzs -isod' zott 2242 2413 2sB4 2755

20 210 4oo sgo 7Bo 970 1160 1350 1540 . 1730 1920 zrto Fgoo-l z+so 2680 2a7o 3060

21 231 441 6s1 861 1071 1281 t+gt llzol rgtt 2121 ß31:1541 z7s1 2s61 3171 3381

22 2s3 484 71s 946 1177 14oB tosg 1870 zrot ,l.pll}Z 2563 zts+ f so's I szsa 3487 3718

23 276 s2s 782 1o3s '1288 1s41 17s4 zotz fzzool zsst 2806 soss 
LAd 

ssos 3818 4071

24 3oo 576 ssz 112s 1404 1680 1956 2232 isw ztw . s060: ssso sorz FBBB ] +roa 4440

2s 32s 62s g2s 122s 1s2s 1825 21zs 2425 zzzs f:rrNl *zs 3625 egzs 
- a2zs 4s2s 4B2s

26 351 676 1001 1326 1651 1976 2301 2626 2gs1 3276 goor r:,3§26,' +zsr +szo FgoT-l szzo

27 378 72s 1o8o 1431 1782 2133 z4B4 2835 3186 ssaz [@ +zss 4590 +gu'd saß, ,r;;;;@28 406 784 1162 ',t540 19't8 2296 2674 3052 3430 3808 4186 4564 4942 53:

29 43s 841 1z4T 16s3 zosg 246s 2871 g2t7 3683 4089 a+gs l-+soil ssoz 5713 stts 6525

30 465 900 1335 1770 2205 2640 307s 3510 3945 4380 4815 5250 5685 6120 6555 6990

31 496 961 1426 1891 23s6 2lzi 3286 37s1 4216 4681 5146 sott l-otzo I osar 7006 7471
32 528 1024 1520 2016 2512 3008 3504 4000 4496 4992 5488 5984 6480 6976 7472 7968

33 s61 1089 1617 214s 2673 3201 372s 4zs7 47Bs s313 s841 6369 oasz Fa25-l zgsg 8481

34 595 1156 1717 2278 2839 3400 3961 4522 5083 5644 6205 6766 7327 7888 8449 9010

3s 630 i22s tl2o 2415 3o1o 3605 42oo 47gs 5390 598s 6580 717s 7770 asos f8i6o I gsss

36 666 1296 1926 2556 3186 3816 4446 5076 5706 6336 6966 7596 8226 8856 9486 10116

37 703 1369 2035 2701 3367 4033 4699 536s 6031 6697 7363 Bo29 8695 9361 roozz FoogT
38 741 1444 2147 2850 3553 4256 4959 5662 6365 7068 777't 8474 9177 9880 10583 11286

39 780 1521 2262 3003 3744 4485 5226 5967 6708 7449 8190 8931 9672 10413 11154 11895

40 820 1600 2380 3160 3940 4720 5500 6280 7060 7840 8620 9400 10180 10960 11740 12520

41 861 1681 2501 3321 4141 4961 5781 6601 7421 8241 9061 9881 10701 11521 12341 13161

42 903 1764 2625 3486 4347 5208 6069 6930 7791 8652 9513 10374 11235 12096 12957 13818

43 946 1849 2752 3655 4558 5461 6364 7267 8170 9073 9976 10879 1',t782 12685 13588 14491

44 990 1936 2882 3828 4774 5720 6666 7612 8558 9504 10450 11396 12342 13288 14234 15180

45 103s 2025 3015 4005 4995 5985 6975 7965 8955 9945 10935 11925 12915 13905 14895 'r5885

46 1081 2116 3151 4186 5221 6256 7291 8326 9361 10396 t1431 12466 13501 14536 15571 16606

47 1128 2209 3290 437'.1 5452 6533 7614 8695 9776 10857 11938 130't9 14100 15181 16262 17343

48 1176 2304 3432 4560 5688 6816 7944 9072 '10200 11328 12456 13584 14712 15840 16968 18096

49 1225 2401 3577 4753 5929 7105 8281 9457 10633 1'1809 '12985 14161 15337 16513 17689 18865

50 1275 2500 3725 4950 6175 7400 8625 9850 11075 12300 13525 14750 15975 17200 1842s 19650
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Beim Studium der Tabellen I bis IIi ergeben sich Gesetzmäßigkeiten, die - einmal gefunden - relativ
einfach zu beweisen sind.

l. Kommentar zu Tabelle I
a)

II. hQ)=Q -z).dn_,+dn

b)
daraus folgt unmittelbar,

v. P,(v)= 
P'(v - m)+ P'(v + m)

2
mitm>v-2,wobei

P,@)="
zu beachten ist.

Beispiele:

rs: = ps(6)= a(+)1rr(a) -Bt+-225 -e2 
+152

222
zlt,=Ps(1;= r'(o)tA0o) - 153+513

22
,Ä. _ D r-t- p,r(a)*4r00) 144+540ra__tl2\,,r_ 

2 =- 
2

c)

VI. Pr,u(n)= Pr,-r(n+3) Erste Symmetriebeziehung

Beispiel fljr n: 12:

rrr(tz)= rrr(ts)=3025 = 552

d)
VII. Pr,@*1)= Prn-r@+Z)+l Zweite Symmetriebeziehung

Beispiel für n: 6:
p,r(t)=4,(r)* r=342

e)
Jede siebeneckzahl P"(7)läßt sich als summe rweier Dreieckszahlen
darstellen:
VIII. r,(t)= r,_,(:)* pr,_,ß) filr r>1

Beispiel fur n: 12:
p,r(i) =4, (:)* PuQ) = 66 + 27 6 = 342

0
Interessant sind die zwei verschiedenen Darstellungen der sogenannten Danielzahl. Entsprechend er
ersten Symmetriebeziehung gilt nämlich:

rrr(t t)= rroQ+)=xss
Anmerkung:
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n=23

Znb)=ztoo vgl. Tabelle rr
I

n=39

) (- t)r.'r, (s): z:oo vgl. Tabelle rrr
I

s)

Welche Polygonalzahlen sind Potenzen von natürlichen Zahlen, bzw. Dreieckszahlen?

1): Quadratzahlen

IX. r,le+3+4+s*...@*t)]= r,l++i@+)l= aj

Beispiel fi.ir n:3:

rrle +3+4]= Prs=dl =36

2): Kubikzahlen:

X. P,(2.n + 4)= nt

Beispiel fürn:7:

Pr08)= 343 =73

3): Zahlen vierter Potenz

XL r,f++ +.(t+z+3+.. .r)f= p,l++zn.(n+t)]= no

Beispiel fi.ir n=4:

rol+ ++. (r + 2 + 3 + +)l= roQ\ = 256 = 4a

etc.

h) Formeln XII.

Gewöhnliche und alternierende Summen, bzw. Reihen gebildet aus Polygonalzahlen mit gleichem
Index n

nQ)* p,(s):2nz (Formel Hl)
Beispiel für n=3:

q(:)*r,(s)= 18=2.32

P,(4)- P,ß)= d,-,

Beispiel für n=4:

po@)-rr(:)= t6-lo = dt = b

P, (s)* P,(7) = 2d2,_1 = 2hn

Beispiel für n:5:

Pr(s)* Pr0)=90 =2ds =2hs

(Formel H2)

(Formel H3)
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nQ)* r,(o)=2d2n-1=2h,

Beispiel für n:4:

PoQ)*Pr(9) = 56 = 2dt = 2h+

r,(+) +r, (s) = 2dr,-1 = 2hn

Beispiel fljr n=4:

Pr@) *& (s) = 9o = 2ctg = 2hs

rr,(+) + pr, (s) * pr,(12) - Bd r, _,

Beispiel für n:27:

r*(+)+&o(s)* r*(rz)=
29 I 6 + 8640 + 14364 = 25920 = gd 

so

p,Q) *q (s)* p,(7) = d,,_,

Beispiel für n:3:

q(:)* q(s)* Pr|) = 6 +12 + tB = 36 = ds

P,A)- r,(+)+ p,(s)= nz

Beispiel für n:4:

P^A) - ro@) +r* (s) = 10 - 16 + 22 = t6 = 42

q (:)* r,(o)* q(q)* ... + p,Qn) = d,,

Beispiel fiir n:12:

r,(:)* r, (o)* q (q)*... + r,(:o) = 666 = dx

(FormelH4) vgl. Formel IV

(Formel H5)

(Formel H6)

(Formel H7)

(Formel H8)

p,(4)- p,(s)*r,(g)= 3d2n_1=3hn (Formel H9)

Beispiel fi)r n:7:

p, (q) - rr(A) +r, (S) = 49 + 9t+ 1 33+ = 27 t = 3d,, = 34

P,(, - r,(e) + n0) = 3d 2,_1 = 3h, (FormelHl0)

n@)-r, (s)* nG)- r,(t)+p, (r)= dz,_t = h, (Formel Ht 1)

p,8)- r,(+)+p, (s)- r,(a)+ p,Q)-q(s)* r,(o) = dz,_t = h, (Formel H12)

(Formel Hl3)
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Reihen gebildet aus Polygonalzahlen mit verschiedenen Indizes

i) In der Tabelle I ist eine,,Diagonalreihe" erkennbar, deren Teilsummen eine Dreieckszahl ist.

xIII. n@)*q(s)*a(o)* po!)*...+ p,(n+3)= d1.

Beispiel für ru:8:

l(+)* q(s)* a(o)* roQ)++r,(a)+ q(q)* r,(ro)+ p,0 r)

= 1 + 5 + l5 + 34 + +65+ I I I + 175 + 260 = 666 = do,

k) Eine spezielle,,Rösselsprung"-Reihe (vgl. Tabelle l), deren Teilsummen gleich dem Quadrat
einer Dreieckszahl sind:

xtv. l(o)* q(s)*r,(to)+ ... + p,(2.n + 4)= 4z

Beispielfürn=3:

l(o)* rr(s)* P,0o)= 1 + 8 + 27 =36 = dl

l) Allgemeinere,,Rösselsprung'1p"i1r"n (vgl. Tabelle 1 und V)

Diese Reihen ergeben immer Dreieckszahlen, deren Index etwas kompliziert aufgebaut ist.
Deshalb notieren wir diesen Index lieber in verschiedener Weise:

XV. s,(r)= A(:)* rr*r(+)+pr,.r(5)* ro*r(e)+...+p**,_r(v+2)=4^ (vgl. TabeileV)

mit

* = *(r,r)= n.d, + du-,

=(n +l).d, -v mit m(n,v) - m(n-l,v): d,
(n+t)v'1+(n-t\v

2

Im folgenden betrachten wir eine erste Art von einfachen spezialftillen:

l. n:l
xvr. l(:)* q(+)* q(s)* ... + pr,_,(v + 2)= du,

Beispiel fiir v:7

I (:)* rr(+) +r, (s) * ... + 4, (q)

= 1+ 9 + 35 + 91+ 189 +341+ 559 =1225 = dqg = ks

2. n:2

XV[. rr(:)* r,(+)* q(s)* ... + pr,_,(v + z)= 4".' iß'*r)

Beispiel fiir v:2
r,(:)+ r,(+)

=3 + 25=28=dt

3. n=3

xvm. a(:)* Pr@)*4,(s)* ...+ po,_,(v +2)=d0..

Beispiel flir v:3
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A(:)*r,(+)+4,(s)
= 6 + 49 + 776 =237=dr1 =d,1,,

4. v:n

xx. nQ)* rr,u(+)+ pr,*r(s)+...+ p,,*n_,(n+2)= d,, , -r/,-r \ 
iV, *Zr_t)

Beispiel für n=2

Prß)* Pr(a)=3 +25 = 28 = dt = hq

5. v=n*l

XX. p,A)* rr,r(+)+pr,-r(5)* ... + p,,,rn(n +3)= d,,.' 
l(t+,'tß+n)

Beispiel fiir n:1

I (:)* Pr(a)=t +9 =to = dq

6. v=2

X)<I nQ)* prn*,(4)=dr,*,

Bemerkung: Alle vollkommenen Zahlenmit Ausnahme der Zahl6lassen sich als Summen aus einer
Dreieckszahl und einer Quadratzahl darstellen.

n=2

Prß)*r, (+) = 3 + 25 = 28 = dt = h+

n=10

4o€)* Pu(a) = 55 + 441 = 496 = dtr = hra

n=42

p*Q) *pr, (a) = 903 + 7225= gt2g = dp.t = heo

n:2730

Prrroß) * prour(4) = 37 27 g I 5 + 29g22521= 33 5 503 3 6 = d 
2,, _t = d *gt = hqoge

etc.

Man erkennt hier, daß alle geraden vollkommen en ZahlenHexagonalzahlen sind.
(vergleiche auch Formelxxx in Teil B und den Kommentar a)?u Tabelle rv)

Wir betrachten im folgenden eine zweite Art von etwas komplizierteren Spezialftillen:
Die Indextabelle v ftir die Dreieckszahlen als Teilsummen dfr allgemeinä ,,no.r"irf.rng..it.,.enthält verschiedene Folgen von Dreieckszahlen, Quadratzahl.r, ur*., deren Stellun! im
Indexspektrum jeweils zu ermittelnden Gesetzen rotgt Damit ergeben sich weitere sär spezielle
,,Rösselsprungteihen", von denen wir einige notieren wollen. Daiei ist Tabelle I stets mit zu
berücksichtigen.

wir entnehmen der Tabelle v eine Folge von Indizes in der Form von euadraten von Dreieckszahlen
(* = ,i,) Wir entwickeln die Formel vom Ansatz her:
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J

4

5

etc.

4,0: ,

dt :1

dz:3

ds:6

q(:)*r,(+)+r,(s) = 45= ds

q(:)* r,(+)+.1,(s)+4,(o) = 666= dzo

q(3)* 4,(+)* r,o(s)* ru$)+ p,o|) = 5050 = 4oo

-d,tl;
-d .d;

= d.,,

Allgemein:

XXil. pd, $) + r, u, u(+) + rr r,. r.(s) + . . . + p1n 
*z\t, * n *t(d, + 4) : d 

u :.,

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von Dreieckszahlen mit
quadratischem Index @ = d u,). Wi, .nt*i"k.l, die Formel vom Ansatz her:

I

2

J

:

1n=v'

n

1

3

:

-v +l

i (3)

r,Q)+ r,(+)

P, (:)* 4,(+)+ rr(s)

-l
= 6+49 =

=28+225+782=

_)
-Ut

lz

55=d,"=d,lu u 1

1035= d+s=da,,

Allgemein:

XXIII. nQ)* fr,u(+)+ Pr,*r(s)+...+ p,.,*,_r(v +Z)= d, 
,

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge
entwickeln die Formel vom Ansatz her:

von Indizes in der Form von Quadratzahlen (m = p2). Wir

14
28
a raJIJ

::

"=lV'+5v+2)

PrO)

r,(:)+ 4, (+)

4,0)* eu@)+ r^(s)

=10 =dt =d2,

=36+289 = 325=d25=dr,

= 91 + 729 +2501=3321= dr1 = dn,

Allgemein:

xxry. A (:)* rr,u(+)+ pr,*r(s)+...+ p,.(,*r)_r (v +z)= dl+(,*r)l

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von vierten Potenzen 1m : pa;. Wir
entwickeln die Formelvom Ansatz her:
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vn

1 I P,(3) -l =dr =d,,
2 s rr(:)+4,(+) :15+121 = 136= dy6=dr,

3 13 r,r(:)* rr(+)+ ror$) =91+ i29+2501=3321=ds1=dr,

n=2v2 -2v +1

Allgemein:

XXV. p,(:)* rr,u(+)+ Pr,*r(s)+...+ 1.,*,_r(v +2)= d,o

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von Dreieckszahlen, deren Index
eine quadratische Form (fr = d ou, *ur*. ). wir entwickeln die Formel vom Ansatz her:

vn

3 2 q(:)*rr(+)+rr(s) = 3+ 25+921 = 120= drs=da,

4 6 rr(:)*4,(+)*rro(s)+ pr,(6) =2t+169+590 +1431=22t1=d66=d,1,,

st2:

n =v2 -li;v +z

Allgemein: (v>3)

xxvl. A (:)* rr,.r(4)+ rr,*r(s)+ ...+ p,.,*,_r(v *2)= da,,_,_,

Eine entsprechende gleichartige Folge wie zuvor:

yn

1 3 4(3) - 6 = 6= dr=dr,
2 9 rr(:)+4r(+) =45+361 = 406= dzs=d,j,

3 l7 prrß)*pr,(+)*prr(s) =153+ 1225+4187 =5565= drcr=du,,

::
n=v' +3v -l

Allgemein:

XXVIL p,Q)* rr,u(+)+Pr,.r(5)* ...+ p,.,*,_r(v+2)=4, 
^
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m) Die Summen

f"'.'(')
v=2

sind stets ganzzahlige Vielfache einer Polygonalzahl und damit auch Teilsummen einer gewöhnlichen
arithmetischen Reihe:

xxVIII. f ,r,.r(r) = (z.n + t)r,-r(n + z)
',-]

Beispiel für n:4 und v:6
6

I A (,) = rnQ)+r, (:) + r,(+) +A (s)* a (o)
v=2

=9 +45+ 81+ll7+153
= 405 = 9.45 =9. ZG)

n) Alternierende Reihen, gebildet aus Quadraten von Polygonalzahlen:
Es gibt zwei verschiedene Typen.
l. Solche Reihen bei denen die Polygonalzahlen gleichen Index haben.
2. Solche Reihen bei denen die Polygonalzahlen gleiches Argument haben.

1. Typus:

a)

xxrx. P: (,)- pl (, -t)+ ri Q -z)- * - p: (z)+ r,'](r) = dy_2

Beispiele:

1) v:3

P:@- plQ)* PIQ)=d,

=36-9+l=28
2) v:11

p,' (t t)- r,'z(ro)+ pl (g)- *. * p,'(t)

=302 -272 +242 -212 +lg2-152 +122 -g2 +62 -32 +12 =496=dzr

3) fiir v:43 ergibt sich als Summe der Reihe d127:8128: Alle vollkommenen Zahlen lassen sich
durch die obige Reihenbildung darstellen.

b)
Das Entsprechende gilt auch fi.ir den folgenden Reihentypus:

xxx. rl(zv +t)- r](z.v)+ rlQv-l)-*. ..- rl(z)+ pl(r)=du,.,

Beispiele:

1) ftir r-1:

P.AY -P.QY *P,(l)'= 62 -32 +r2 =zB

2) Für r,-5:
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rj Qt)-r,,(ro)+ rl (o) - + .. + rl Q)

=302 -272 +242 -zr2 +1g2-r52 +rz2 -gz +62 -32 +r2 =496=dtt
Für v=2 1 : dp1, fijr v:13 l5: d2,,_r, ...
(vergleiche auch Formel xxl, Teil B und Kommentar a) zu Tabefie IV)

c)
Der folgende Reihentypus erfaßt noch andere Dreieckszahlen:

xxxr. pl Q, +t)- r] lzv) * ü er_ 1)_ *. . _ r] (z) + r] (t) = a,o,_,

Beispiel fiir v:3:

pl Q)- r! (a)+ pi6-+ + ru2(r)

=Bl2 -662 +512 + 362 +212 _62 +12 =3916=dsa

2. Typus:
Die Werte der Teilsummenfolgen solcher Reihen ergeben entweder direkt Dreieckszahlen oder siestehen in enger Beziehung zu diesen.

a)

Zunächst gilt allgemein (vergleiche Tabelle IV):

XXXII. pj,_,(")* p|,_r(v)+ p|,-r(r)_ pj,_oQ)+ _. .+ r|(v)_ p,r(r)= dzn,_r*2,(,_t)(,_z)

Beispielfürn=3undv=5:

p,' (s) - rl (s) + p: (s) - r] (s) + r,, (s)

=352 _ 222 + 122 _ 52 + 12 =g6l=da,t

Beispiel fi)r n = 4 und v:7:

pi0)- r!(t)+ rl(t)- rf (t)+ rl@_ p](t)* p,,(7)

=1122 - 8r2 + 552 - 342 + lg2 - 72 +12 =gl2g =drr, (voilkommeneZahr)

b)

Die alternierenden Reihen pi\_ rj,_,(v)+ pj,_r(r)_ rj,_r(v)+ _...+ r] (v)_ p,, (r) (Formelxxxl[) ergeben differenziertere Ergebnisse. Diese stehen aber immer in enger Beziehung zu denDreieckszahlen. Im folgenden geben rvir einige Beispiele:

1) Für v:3 und n:1,2,3....: p|,0_pi_,(:)*_. ..* p]ß)_ nrß)
n= 1: PIQ)-n'A)= 8=8.d?

n:z: elQ)-p:O + p:Q)-p,,A)- 72=B dj
n = 3: pl Q)-r,,(:)+ -... * p: ß)- 4,(:)= 288 =s. dl
n = a: p! 

Q) - pi 8)* -... + p: A) - p,, ß) = 800 = B. di

:pi\)- pj,-,Q)+ -...+ pj @- pl @ =B.d:
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2) Für v=4 und n:l,2,3....: P;,(4)- fj,_r(+)+ -. .. + f| (+)- pr, (a)

n=t: r|(+)-r,'z(+)= rl=ds

n=2: pl(4)-pl(+) + p:(4)-p,,(q)= tel=dD

n : 3: pl (a)- rl (+)+ -. + r] (+)- p,, (4)- 861 = dqr

n : a: pl (a) - ri @)+ - .. + r] (+) - p,' (+) = 2556 = dtr

:::
= d or'*rn-,

3) v:5 und n=l,2,3....i P;,(5)- r],_,(s)+- * p;(5)- 4,(s)

pi6-pi$)
P:(s)-4'(s)= 24 =4.ds

+ P: (s)- r,2 (s)= 364 = 4.ds

p:(s)-rj(s)+ -...+ r](s)-p,,(s) =1740- 4.d,n

p,' (s)- rl (s)+ -... + r] (s)- 4'(s) = 5304 = 4. d st

4) Für v=6 und n=l,2,3....: P:,(6)- f],_,,(A)+ -...+ f](A)- nrG)

n: t: p; (6)- r,2 (a)= 35 = dt -l
n=z: p](6)-pl(a) + p:(6)-p,,(e)= 5e4=dzq-1

n = 3 : p| (6) - r,' (o) + -. . . + e] (a) - p,' (6) = 2e25 = d t o - |

n : a : r| (6) - ei $) + - . . + r] (a) - p,, (6) = e0 44 = d,q - 1

p],(+)- r],_,(+)+ -...+ rj (+)- p,'(a)

n=

Für

t:

2:

3:

4:

s)

n=

Für v:7 und n:l,2,3 . ., P:"(7)- p|,_r|)* -...+ f](t)- p,r0)

1: p: (7)- plj)= 48 =t6.dz

z: r|(t)-rl(t) + p|(t)- r,2(t)= 880=l6.dro

z : e] (t) - pl (t) * - .. + rj (t) - p,, (t) = 441 6 = 16. d 23

P:,(B)-rj_, (s)+ - . * p,'(t)- r,'(r)6) Für v=8 und n=l,2,3....:
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n:7: Pr'G)-p,'(s)= 63 =dtt-dz

n:z: r](8)-P,'(s) + P,'G)-r,'(a)= 1222=dr, -d,
n : t : r! @)- rj (t) + - .. * p,' 

G) - 4' (s) = 6zt3 = dnt - d z

Aus dem Gang der etwas differenzierteren Betrachtung geht deutlich hervor, um welche
Gesetzmäßigkeiten es sich im einzelnen handelt. Damit läßt sich leicht diese Betrachtungsart
fortsetzen.
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Kommentar zu Tabelle IV:

a)

In den schraffierten Kästchen sind diejenigen Dreieckszahlen verzeichnet, die zugleich vollkommene Zahlen
sind. Alle geraden vollkommenen Zahlen haben die Struktur

v : 2n-t . (z^-l) = dr, _, = hr,. ,

das heißt, alle geraden vollkommenen Zahlen sind Dreickszahlen und sogar Hexagonalzahlen. (Vergleiche auch
FormelXXI, Teil B)

Die Summe
n

I(-r)r.' .Pr',-,(r)
I

ergibt in den Spalten fir v:2 und v:3 die Dreieckszahlen d2,-1bmv. d2,2-1, dasheißt, in den Spalten ftir v:2 und
v:3 stehen alle vollkommenen Zahlen. (Ausnahme ist d3 in der Spalte für v=3). Das entsprechende gilt für die
Zeilen mit n=2 und n:4. Die zugehörigen Dreieckszahlen sind dabei durch die folgenden beiden Formeln
erfaßt:

Fär n=2: do,_r, fiir n=4 dro,_., (Ausnahme d3 fiir n:4)

c)

EinebemerkenswerteDarstellungaufgebautaufdie ZahlT habendiebeidenvollkommenenZahlend2i_lund
dz" -t:

Fi.ir n:4 und v:7:

P7(7): ll2 Pr(3) = 28 (vgl. Tabelle l)
Pr(6) : 9l P{2): 7
Pr(5) = 70 Pz(l): 1

Pz(4): 49

Also gilt

d z, _r : p; (7) - r! (t) + rl (t) - + . . - r] (t) + p,, (7) = stzt

d)

Für n:4 und v:73 lassen sich die entsprechenden polygonalzahlen mit der Formel

P,(v) = +lO - 2). n, - (, - g 
")

berechnen.

P7Q43) = 7168 P3(343) : 1026
P6(343) = 5121 P2(343)= 343
P5(343) :3415 P1(343) = 1

P4(343) = 2050

Also gilt:

d 
2u -t = 2tz .(1t - r)= 4,r, = 33550336

= pib')- pl|')* pl|')- *...- plb)* p,,b')
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n n_7

rabelle II: Z p^Q) = * ". 
(n* t) [" . (" - r) - 2n + 5]: I.p, (:) * 1, - :[ e (:) : E (r)

llt
(vergleiche Formel III und XXXVI, Teil B)

Die Summe " f nQ) der Polygonalzahlen können als sogenannte Pyramidenzahlen interpretiert werden. Für
I

v:3 ergeben sich speziell die Tetraederzahlen T,:. t (r*t) ("*Z).

S"(1) S"(2) S"(3) S"(4) S"(5) 5"(6) S"(7) S'(8) S"(9) S"(10) S"(11) S"(12) S"(13) S"(14) S"(.tS) S"(16) S"(17)
111.t8111:,11111j11
2 3 4 5 6 7. 8 g 10 11 12 13 14 15 16 17 .18

36101418222630343842465054586266
4 10 20 30 40 50 60 70 80 90 @ 110 120 130 140 150 160
5 15 35 55 75 95 1 15 135 155 175 195 215 235 255 275 2s5 315
6 21 56 91 126 161 196 231 266 301 336 371 406 W 476 51 1 546
7 28 84 140 196 252 308 364 420 476 532 588 644 7oO 756 812 868
I 36 120 204 288 372 456 540 624 708 792 876 960 1044 1128 1212 @9 45 165 285 405 525 645 765 885 1oO5 1125 1245 1365 1485 1605 1725 1845

10 55 220 385 550 715 880 1045 1210 1375 1540 1705 1870 2035 2200 2365 2530
11 66 286 506 726 946 1166 1386 1606 1826 2046 2266 2486 2706 2926 3146 3366
12 78 364 650 936 1222 1508 1794 2o8o 2366 2652 2938 3224 3510 3796 4082 4368'13 91 455 819 1183 1547 1911 2275 2639 3oO3 3367 3731 4095 4459 4823 5187 5551
14 105 560 1015 1470 1925 2380 2835 3290 3745 42oO 4655 51.10 5565 6020 6475 6930
15 ',120 680 1240 1800 2360 2920 3480 4o4o 4600 5160 5720 6280 6840 74oO 7960 8520
16 136 816 1496 2176 2856 3536 4216 4896 5576 6256 6936 7616 8296 8976 9656 10336
17 153 969 1785 2601 3417 4233 5049 5865 6681 7497 8313 g12g 9945 10761 11577 12393
18 171 1140 2109 3078 4047 5016 5985 6954 7923 8892 9861 10830 1 1799 12768 13737 14706
19 190 1330 2470 3610 4750 5890 7030 8170 9310 10450 1 1590 12730 13870 15010 .16150 17290
20 210 1540 2870 4200 5530 6860 8190 9520 10850 12180 13510 14840 16.t70 17500 18830 20160
21 231 '1771 3311 4851 6391 7931 9471 11011 '12551 14091 .t5631 17171 18711 20251 217s1 23331
22 253 2024 379s 5566 7337 9108 10879 12650 14421 16',t92 17963 19734 21505 23276 25047 26818
23 276 2300 4324 6348 8372 '10396 12420 14444 16468 18492 20516 22540 24564 26588 28612 30636
24 300 2600 4900 7200 9500 11800 14100 16400 18700 21oOO 23300 25600 27gOO 3o2oo 32500 34800
25 325 2925 5s25 8125 10725 13325 15925 18525 21125 23725 26325 28925 31525 34125 36725 39325
26 351 3276 6201 9126 12051 14976 17901 20826 23751 26676 29601 32526 35451 38376 41301 44226
27 378 3654 6s30 10206 13482 16758 20034 23310 26586 29862 33138 36414 39690 42966 46242 49518
28 406 4060 7714 11368 15022 18676 22330 25984 29638 33292 36946 40600 44254 47908 51562 55216
29 435 4495 8555 12615 16675 20735 24795 28855 32915 36975 41035 45095 49155 53215 57275 61335
30 465 4960 9455 13950 18445 22940 27435 31930 36425 4og2o 45415 49910 54405 58900 63395 67890
31 496 5456 10416 15376 20336 25296 30256 35216 40176 45136 50096 55056 60016 64976 69936 74896
32 528 5984 !1440 16896 22352 27808 33264 38720 44176 49632 55088 60544 66000 71456 76912 82368
33 561 6545 12529 18513 24497 30481 36465 42449 48433 54417 60401 66385 72369 783s3 84337 90321
34 595 7140 13685 20230 26775 33320 39865 46410 52955 59500 66045 72590 79135 85680 92225 98770
35 630 7770 14910 22050 29190 36330 43470 50610 57750 64890 72030 79170 86310 93450 1oo59o 107730
36 666 8436 16206 23976 31746 39516 47286 55056 62826 70596 78366 86,t36 93906 101676 109446 117216
37 703 9139 17575 26011 34447 42883 51319 59755 68191 76627 85063 93499 101935 110371 118807 127243
38 741 9880 19019 28158 37297 46436 55575 64714 73859 82992 92131 101270 110409 119548 128687 137826
39 780 10660 20540 30420 40300 50180 60060 69940 79820 89700 99580 109460 1.19340 129220 139100 148980
40 820 11480 22140 32800 43460 54120 64780 75440 86100 96760 107420 118080 128740 139400 150060 160720
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2. Kommentar zu Tabelle II
Die Summen §,(v) sind Pyramidenzahlen, dabei gelten die folgenden allgemeinen Gesetze:

a)

XxxV. ,s,(r)= s,(:)* ("-z) s,-,(3)= IA(r) (vergleiche Formel III auf S. t0)

b) Die Summen

Lr'|u)=§'(')
I

als solche sind immer natürliche Zahlen, aber auch stets rationale Vielfache von dn:

xxxvr. f ,,Q)= +1, @- t)+ s -2nb,= s,(r) filr v>3
I

Im einzelnen ergeben sich daraus folgende interessante Summen

, : t,t*A)=+.d, =!n.dn*, oder 3 ip,(3)= n.d,*r

,=t,fr,@)=Z!!t.a, oder3 fr,@)=(z.n+r).d,TJI

u: s, fr,(s)=n.a,
I

u : e, f r,$)=!:).,1, oder 3 fr,$)=(+n -t) d,
Trr

':t,fP,(t)=?:2 4, oder 3 tr,(r)=(sn-z)-d,Trr

, = t, fr,$)=(zn-r).d,
I

.:

v : u , f n(r r)= (:,, . 2) d,
I

v: r4: Iq(t+)= (+"-t) a,
I

c)
Die wechselsumme q (l)* s, (+)+ s, (:)* ...+ sr,-r(4)+ sr,-, (r) ergibt stets die vierre potenz einer

natürlichen Zahl:

XXXVI. q(:)*Sr(+)+E(:)*.'.+Sr,-r(+)+sr,-,(3)=na (Erste,,Wechselsumme")
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Beispiel fiir n:3:
3a = sr (:)+ sr(+)+ E 0)* s.(+)+ s,(:)

= I +5 +10+30+35=81

d)

xxxvIII. ,sr,(5 + 3n)= 4],

Beispiel fiir n:3:
su0+) =d: =212 =441

e)

xxxrx. do,,*rn_r=E(:)*sr(+)+E(:)*sr(+)+...+sr,_r(:)+,s0,_,(4)= hrn,*,=hu,,

Beispiel fiir n:2
drs = sr (:)+ q(+)+ s,(:)+ q (+)

= I +14 + 35+140=190=h1.,

0 Anmerkung' sr(5) so(to)=288.90 =25920

s)
Die Summen

lt".'(')
sind stets ganze Vielfache von Polygonalzahlen und damit auch Teilsummen von gewöhnlichen
arithmetischen Reihen:

XL. isr,.,(r)= dr,u. P"(n +2)

Beispiel frir v=5 und n=4:
5

I s,, (r) = s,, (z)+ s,, (:)+ E, (+)* s,, (5)
v=2

= 9l + 455 + 819 +1183

= Z54B = 91. 28 = d +.t*1. foQ + Z)

- dr,' PrG)

h)

Welche Pyramidenzahlen bzw. welche Summen S,(v) sind ganzzahlige Vielfache einer Dreieckszahl. Es gibt
drei verschiedene Typen:

l.

xLI. S,ß, -l)= [r'(n - r)+ z - nf.d^

Beispiel für n=4 und v=3:

so(s)= to=lt).dq=7.10
4

= f a(s) vgl. Tabelle I und II
n=l

= 4 (s)* A (s)* r, (s)+ r* (s)

=l+8+2I+40=70
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darüber hinaus gilt

s, (z) = d,, S,(5) = n. d,, S,(B) = (2n - 1). d,, s, (r r) = Q" - z). d n, .. .

2.

XLII ,s,*r,(3r) = [r + (:v -2). n]. dr*r,

Beispiel fi.ir n:3 und v:2

s,o(o)= zts = [t 3f.d,o = 13.55
l0

=ZP,$) vgl. Tabelle I und II
n=l

= 4 (o)* r,(e)+q (o)*... + 4o(6)
= 1 + 6 + 15 + 28 + 45 + 66 +91+120 +153 + 190 = 715

3.

XLIII. S,*r,(3r*l)=[+(rr-r). rf.dr*r,

Beispiel fiir n:3, v:2:

s,o(z)= s8o = [6].dro = 16.55
l0

=2P,0) vgl. Tabelle I und II
n=l

= 4 (z)* er(t)+ prj) *... * 4o (z)

= I +7 + 18+ 34 + 55+ 8l+ I lT+l4g+ lg9 + 235 = gg0
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Tabelle III:
nn

I (- tI.' . p,(r) = I (- tI.' - p,8) -(, - sE (- rY 
-' p,Q) =' ^(r)tll

dabei ist tr,(r)=-2dn -Q 4)n2 fir v:2,3,4,...

und tr.,*,(r):@*t)' +2(v -3p, undn:1,2,3,...

Beachte: P,(2)=n und P,(l) = I

(vgl. Formel IV u. XLIV in B)

n s"(1)s"(2) s"(3) s"(4) s"(5) s"(6) s"(7) s,(8) s"(9) s"(10) s"('ll) s"(12) s"("13) s,(14) s"(15)
1 1 t ,fl 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1./"2 O .lll -2 -3 4 -5 -6 -7 -8 _9 -10 _11 _12 -.13 _14

3 1 , WE .-a 10 12 14 ffi 18 20 22 24 26 28
4 o -2 €' -ro -14 -18 -22 -26 -30 -34 -38 42 _46 -50 _s4

s 1 3 m'ts,.fl .27 33 39 4s 51 s7 63 69 7s ffi6 o -3 -12 B' -30 -39 -48 -s7 -66 -7s -84 -93 _102 -1j1 _12o

71ffi28 rcr@ffi16 8BW1.z fi4 136 148 160
B 0 4 -20 -36 @'-68 -84 -too -116 -j32 -t4B _164 _180 _196 _212

e 'r s ffi +s 65 as ,llod _12s 14s 16s 18s zos Wffi z+s 26s
10 0 -s -30 -ss -Bo -@l'-rso -.155 -180 -205 -230 -2ss _2Bo _305 _330

11 r o ffi oo 96 126 ,ts6 
,ff@ _216 246 276 306 336 366 396

12 0 -6 42 -7a -114 -1so Tdd'-222 -2sB -2s4 -330 -366 402 -438 _474

13 1 7 w 91 133 175 217 ZSg .130-r'l -e+e 385 427 469 511 553
14 o -7 -s6 -105 -154 -2og -252 g/-ä --ass 448 -4s7 -546 -595 -644
15 r a ffi rzo fi6 232 288 344 too ,Fdd . stz 568 624 680 736
16 0 -8 -72 -136 -200 -264 -328 -392 @tr'-520 -584 -648 -712 -776 -840
17 1 e ffi tso ffi zsz sos ffi sro sas ,6il ffi[ aor 873 e4s
18 0 -9 -90 -171 -252 -333 414 -495 -576 @- -738 -819 -900 -981 -1062
1s r ro ffi roo 280 370 460 550 640 730 820 _m 10OO 1O9O 1180
20 o -10 -110 -210 -310 410 -510 -610 -710 -810 sn/-Go--rr.,o -rr.,o -1aro
21 r rr ffi zer 341 451 561 671 781 891 1oO1 tttt-FDTt «:gl 1441
22 0 -11 -132 -253 -374 -495 -616 -737 -858 -979 -1100 @'-1342 -1463 -1584
23 1 12 144 276 408 540 672 804 936 1068 12OO 1332 UAt F55d JtZa24 O -12 -156 -3OO 444 -588 -732 -876 -1020 -1164 -1308 -1452 q§Al -'naO -taat
25 1 13 '169 325 481 637 793 949 1105 1261 1417 1573 1729 rcAS ,W4Tl .26 0 -1 3 -182 -351 -520 -689 -858 -1027 -1 1 96 -1 365 -.1534 -.1 703 -1672 .W-a,I( -zzlo

s,('16) s"(17) s"(18) s,('19)

1111
-15 -16 -17 -18

30 32 34 ffi
-58 -62 -66 -70

87 93 99 105

-129 -138 -147 -156

172 ra+ ffi zoa

-228 -244 -260 -276

28s 305 325 345

-355 -380 -405 -430

426 456 486 516

-510 -546 -582 -618

595 637 679 721

-693 -742 -791 -840

792 848 904 960

-904 -968 -1032 -1096

rorz ffi rror .:33
-1143 -1224 -1305 -1386

1270 1360 1450 "t540

-1410 -1510 -1610 -1710

1551 1661 1771 1881

-1705 -1826 -1947 -2068

1860 't992 2124 2256

-2028 -2172 -2316 -2460
'2197 2353 2509 2665

-2379 -2548 -2717 -2886
27 1 14 196 378 560 742 924 1106 ',1288 1470 1652 1834 2016 21s8 Ztao @ _zz+t 2926 3108
28 0 -14 -210 -406 -602 -798 -994 -1190 -1386 -1582 -1778 -1974 -2',t70 -2966 ESAi -Z1SA -2954 -31s0 -3346
29 1 15 225 435 645 855 1065 1275 1485 '1695 1905 2115 2325 2535 Z74S 2SSS.13T6-5 .3S25 3585
30 0 -15 -240 46s -690 -915 -1140 -136s -tsgo -181s -2040 -226s -2490 -271s -zs+o €T65|, -ssso -3615 -3840
31 1 16 2s6 4e6 736 976 12',t6 1456 1696 1936 2176 2416 26s6 2896 3.136 3376 SO1O J3856 4096
32 O -16 -272 -528 -784 -1040 -'1296 -1552 -1808 -2064 -2320 -2576 -2832 -3088 -3344 -3600 SgAd( -atn -4368
33 1 17 289 561 833 '1105 1377 1649 1921 2193 2465 2737 3oO9 3281 3553 3825 4og7 4369 E-67il
34 o -17 -3oo -595 -884 -1173 -1462 -17s1 -2040 -2329 -2618 -2s07 -3196 -3485 -3774 -4063 a;3s2 @a;;o35 1 18 324 630 936 1242 1548 1854 2160 2466 2772 3078 3384 3690 3996 4302 4608 4914 5220
36 0 -18 -342 -666 -990 -1314 -1638 -1962 -2286 -2610 -2934 -9258 -3582 -3906 4230 4554 -4878 -5202 -5526
37 1 19 36'1 703 1045 1387 ',1729 2071 2413 2755 3097 3439 3781 4123 4465 4807 5149 5491 583s
38 0 -19 -380 -741 -1102 -1463 -1824 -2185 -2546 -2907 -3268 -3629 -3990 4351 4712 -5073 -5434 -5795 -6156
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Kommentar für Tabelle III
a)

Bezüglich der explizierten Formel für

s,(v)=t(-r)".' .p,(r)
I

bedarf es einer Fallunterscheidung:

tr,(r)=-2d, -(v -3)n2 ftir v:2, 3,4, ...
XLIV.

tr,*r(r)=b*t)' +2.(v 4)d, fi)r n:1,2,3, ...

Anmerkung:

Herleitung dieser Formeln unter Zuhilfenahme zum Beispiel der Formeln XXI und XXXV in TeilA.

Beispiele fur n:4 und rr7

s, (z)= -84 = -2dq -(t -l) . +, = -20 - 64

sr(z)= 10s = (4 + t)2 + z.(l -l)ao= 25 + 80

b)

Um die Diagonallinie von links oben nach rechts unten erkennt man,,gewisse Symmetrien,,(Formel XLV:
I . sr,-r(n + 2) = -sz,(n +l)

2. sz,*t(n +2)+ s.r,(n+ 3) = I Drei Symmetriebeziehungen

3. szn*r(n+l)-sr,-,(n+Z)=1

Beispielefi.irn = 13:

sr, (t s) = -sru (t +) = 2o4t
srr(ts) + ,ru(to) = 2380 -2379 =t vgl. Tabelle III
trr(t+) - srr(to) =2198-2197 =t

c)

Welche s,(v) sind Kubik- bzw. Quadratzahlen?

In der Tabelle III erkennt man unmittelbar:

1.

XLVI. tz,-r@+3)=n3

Beispiel für n:13:

sr, (t O) = 2197 = 133

2.

Etwas überraschend sind die folgenden beiden Tatsachen:
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xLV[. sr,-r@ + 3) + sr,-r(n + 3) = n2

tr,-r@+ 3)- sr,-, (n +3)= n'dzn-t = n.hn

Beispiele f:d,r n:6:

,,, (e)+ r,o(9) = 216 -l8o =36 = 62

,,,(9)- r,o(9)= 216 +180 = 396 = 6. 66 = 6. dt = 6. ho

e)

In den einzelnen Reihen mit gleichem Index n stehen Quadratzahlen, deren Stellung in der Reihe nach zu
ermittelnden Gesetzen verlaufen. Wir geben im Folgenden nur einige Beispiele:

Aus der 3. Reihe:

XLVIII.

Beispiel

Aus der fünften Reihe:

,rQr' +l)=4nz =(2n)2

für n:3:

s, (t e) = 36 = 2.32

XLIX.

Beispiel

s{2): 22

sz(3): 42

sil7): 82

sz(10): 1gz

sz(18): 142

s7(23): 162

st(35) = 2gz

Aus der siebtzehnten Reihe:

srrQ+ d,)=g'(t+zn)2

Beispiel für n:4:

t,r(2+10)=729 = 9.(1 +8)2 =272

0

Die Formeln XXI, XXXV

2d,: -szn(3)
n2: s2n-{3)

7, : 1-l)"*l.sr(4)

g)

s rl3 + 6n(n- l)] = s . (zn - t)'z

für n:4:

srl3 + 24. 3] = r, (l s) = ++t = 9 . 72

Aus der siebten Reihe:

Das Bildungsgesetz ftr die Quadratzahlen ergibt sich aus der nachstehenden Folge:

s7(42):222
st68):262
s7(67) = 282

st(87):322
sz(98) = 342

s1(122):382

und XVII werden durch die Tabelle III in anderer Form bestätigt. Es gilt nämlich:

vgl. Formel XXI
vgl. Formel XXXV
vgl. Formel XVII
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Die Summe

2n-l

)s,(r,+z)
v=l

ergibt eine Dreieckszahl:

L. s, (:)+ sr(4)+ sr(s)+ ... + rrn_r(2.n)+ sr,_r(2.n + t) = d o,

Beispiel fiir n=8: (vgl. Tabelle III)
,, (:) + s, (+)+ s, (s) + . .. + s,o (r o) + srr(17) = d or

-l 3 + 8 -+...-693+ 848 =666

2n-1h) Z',Q)= a,
I

2n-l
LI. Ir,(o)= dzn_r=h,

I

2n

\s,(6)=4d,
I

i) Die Summen

I'r,.,(') 'na i'r,(')v=2 v=2

sind immer ganzzahlige Vielfache von Polygon alzahlenund damit auch Teilsummen von
gewöhnlichen arithmetischen Reihen:

vv

fsz,*rQ)=@+t). r,-,(n+z) Irr,(r)= -n.p,_t@*z)
v=2 v=2

Beispiele für n:3 und v:6
6

LII. Irr(r)='rQ)+'r(:)+sr(+)+rr(s)+rr(o)
v=2

= 4 + 16 + 28 + 40 +52
=140=4.35=4.Pr(5)

i r, (r) = so (2)+ ru (:)+ ru (+)+ ru (s)+ ru (o)
v=2

- _3 _ t2 _ 2t _30 _39

= _105 = _3 .35 = _: .r, (s)
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Tabelle V: Indextabelle der zugehörigen Dreieckszahlen d, (vgl. Formel XV in Teil B)

.s,(r)= p,ß)*rr*r(+)+Pr,*r(s)+...+p,.(n*ryr(v+z)=d^=d,.d,*d,_,=d(n*r)a,_u:da,,*(,_z)du=...

n §"12; S,(g) §"(a) 5"(s) s-"(o) §"12y s"1ay §"1sy S"1roy §"1rr; §"1r2; §"1rs; §"1ra; S"(is) s-,(16) s-"(1a S,(18)

lll 4 I 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 28s 324

2 7 E 26 40' 57 77 1oo 126 155 1a7 222 260 3oi 34s 3s2 442 495

"".H* 
@ 21 ..co=.,, 5s 7a 1os 136 121 210 2s3 3oo 351 406 46s szl 59s 666

,:\.l$j§ rs 27 46 70 ee .r33 172 216 265 31e 378 442 51.r 585 664 74a 837

5 16 33 56 85 120 161 208 261 320 38s 456 533 616 705 8oO 901 1008

6 19 39 @ 1oo 141 189 244 306 375 451 s34 624 721 Bzs 936 1054 1179

7 22 E 76 115 162 217 280 351 430 s17 612 z1s 826 945 1072 12or 1350

8 Bfl$i 51 86 130 183 245 316 396 485 583 690 806 931 1065 1208 1360 1521

s @ 57 96 't45 204 273 3s2 441 s4o 649 768 897 1036 1185 1344 1s13 1692

10 31 63 106 160 7:25 301 388 486 595 715 846 988 1141 1305 1480 1666 1863

11 34 69 116 175 246 329 424 531 650 781 924 '1079 1246 1425 1616 1819 2034

12 37 75 126 @ 267 357 460 576 705 847 tooz 11zo 13s't 1s4s 1752 1972 22os

13 40 W @ zos zBB 385 496 621 760 913 1o8o 1261 14s6 1665 IBBB 212s 2376

14 43 87 146 220 309 4',13 532 666 815 979 1158 1352 1561 1785 2024 2278 2547

15 46 93 156 235 330 441 568 711 870 1045 1236 1443 1666 1905 2160 2431 2718

16 49 99 t66 250 351 469 604 756 925 1111 1314 1534 177't 2025 2296 2584 2889
17 52 @ 176 265 372 497 640 8o"t 9Bo 1177 1392 1625 iB76 214s 2432 2737 3060

18 55 111 186 280 393 525 676 846 1035 't243 1470 1716 1981 2265 2568 2890 3231

19 58 117 W 295 414 553 712 891 1090 1309 1548 1807 2086 2385 2704 3043 3402
20 61 123 206 310 @ 581 748 936 114s 1375 1626 189g 2191 2sos 2840 3196 3573

21 64 12g 216 l37El 456 609 ?44 981 12oo 1441 1704 1989 2296 26zs 2976 3349 3744
22 67 13s 226 340 477 637 820 1026 1255 1507 1782 2o8o 2401 2745 3112 3502 391s

23 70 141 236 355 498 665 856 1071 1310 1573 1860 2171 2506 2865 3248 3655 4086

24 73 147 246 370 519 693 892 1116 1365 1639 1938 2262 2611 2985 3384 3808 4257

25 76 153 25:6 385 540 721 928 116'1 1420 1705 2016 2353 27't6 3.105 3520 3961 4428
26 7s 159 ZOO ffi SOr 74s 964 1206 1475 1771 2Os4 2444 2821 322s 3656 4114 4599

27 82 165 m 415 582 777 looo 't2s1 1530 1B3z 2172 zs3s 2926 334s 3792 4267 4770

28 85 171 286 430 603 805 rOeO 1SSO 1585 1903 2250 2626 3031 3465 3928 4420 4941
29 88 177 296 445 624 833 1072 1341 1640 1969 2328 2717 3136 3585 4064 4573 5112
30 91 183 306 460 645 l66i] 1108 1386 169s 2035 2406 2BoB 3241 3zos 42oo 4726 s2B3
31 94 189 316 475 6661 889 1'144 1431 lzso 2'to1 z4B4 zlgg 3346 3825 4336 4B7g 54s4
32 97 195 326 490 687 917 1'180 1476 1805 2167 2562 2gg1 9451 gg45 4472 5032 5625
33 100 201 336 505 708 945 1216 1521 1860 2233 2640 3081 3556 4065 4608 5185 5796
34 103 207 346 szo ffi szs 12s2 t566 1g1s 22gg 271a 3172 3661 41gs 4744 5338 5967

35 106 213 356 535 750 1001 1288 1611 1970 2365 2796 3263 3766 4305 4880 5491 6138

36 109 219 366 550 771 1029 1324 1656 2025 2431 2874 3354 3871 4425 5016 5644 6309

37 112 225 376 565 792 1057 1360 1701 2o8o 2497 2952 3445 3976 4545 5152 5797 6480

38 115 231 386 580 813 1085 1396 1746 2135 2563 3o3o 3536 4081 4665 5288 5950 6651

39 118 237 396 @ 834 1113 1432 1791 21go 2629 3108 3627 4'186 4785 s4z4 6103 6822
40 121 243 406 610 855 1141 1468 1836 2245 2695 3186 3718 4291 4905 5560 6256 6993

41 124 24g 416 625 876 1169 1504 1881 23oO 2761 3264 3809 4396 5025 5696 6409 7164

42 127 255 426 640 897 ttgz lt5{d 1926 2355 2821 3342 39oo 4501 5145 5832 6562 733s

43 130 261 436 655 sra ffi rszo 1971 2410 28s3 3420 3991 4606 5265 s968 671s 7so6

44 133 267 446 670 939 ',1253 1612 2016 2465 2959 3498 4082 471't 5385 6104 6868 7677

45 136 27g 456 685 960 1281 1648 2061 2520 gA25 3576 4173 4816 5505 6240 7021 7848
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Tpn C
Polyederzahlen regulärer Polyeder

1. Pyramidenzahlen mit polygonaler Basis

Pyramidenzahlen sind Teilsummen der Summen von Polygonalzahlen.

speziell Tetraederzahlen T,: fiir v : 3 ergibt sich

r, =Zp,A) : t. ". 
(n + l). @ * z)

mit quadratischer Basis

e, =Lr' =I.n (n +t).(z.n+t)

mit ftinfeckiger Basis

F, =Zp,(s)=+ . n' . (n +t): n. d,

mit achteckiger Basis

A, =ZP,(s) = i . 

". @ + t). (z.n -t)
etc.

2. Ohaederzahlen On

Ot: I
Oz:l+4+l:6
Ot=l+4+9+4+1 :19

II. o, : Zn'*I (, - l)' = i .Qr' * )
3. Hexaederzahlen H,

IIII. Hn: n3

1. Pentagondodekaeder -Zahlen D,

IV. D,: t.br' -9n+Z)=n.dzn-z

wobei

v. l», =Zn' dr,-, = dr.1r,, *,-r) ist.

Beispiele:

Dz: 3'dr : 3' 28

Dt: ll'drr: ll' 496
etc.
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Ikosaederzahlen I,

VI. I,: !12.(tn' -5n+2)
wobei

VIL I, = n.(dr,-r+ dn-r)= r.(dr,-r+d) füre3

Beispiel: I t = 3. (a, + ar) =3. (do + dr)= 4g

Dabei gilt:

L:1 .4
Iz:2 ' dt

Iz:3'(d5+ d')

Iq=4'(d7+d2)

Is= 5'(ds+ 4)

In= t, '(dzr-t+ dr-z)

Kleine Tabelle der Polyederzahlen:

nTn
11
24
3 't0

420
535
656
784
8 120

9 165

10 220

't1 286

On H,

11
68

19 27

44 64

85 125

146 216

231 343

344 512

489 729

670 1000

891 1331

ln Dn

11
't2 20

48 84

124 220

255 455

456 816

742 1330

1128 2024

1629 2925

2260 4060

3036 5456


