Polygonalzahlen und Polyederzahlen

unter spezieller Beriicksichtigung der Dreieckszahlen

Georg Glockler T

Vorwort

Georg Glockler hat sich immer wieder intensiv mit Polygonalzahlen beschéftigt. Dabei
entdeckte er fortwiahrend neue Bezichungen und Zusammenhénge, die er in einem vorlédu-
figen Manuskript zusammenstellte. Darin setzte er mathematisch gebildete Leser voraus,
denn er verzichtete hier auf eine Einfiihrung und Erlduterung, um was es sich bei Polygo-
nalzahlen handelt. Ein solcher einfiihrender Text fand sich im Nachlass unter dem Titel
,Bemerkenswerte Beziechungen zwischen verschiedenen Polygonalzahlen®. Man findet ihn
auf der Webseite ,Vom Wesen der Zahlen“ unter der Bezeichnung , Beziehungen zwischen
Polygonalzahlen“. Er beginnt folgendermafsen:

Einfiihrung

Wie schon der Name sagt, leiten sich Polygonalzahlen aus geometrischen Figu-
ren, ndmlich Polygonen ab. Sie werden manchmal auch figurierte Zahlen genannt.
Dreiecks-, Vierecks-und Fiinfeckszahlen ergeben sich z.B. dabei in folgender Weise:
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Wie lésst sich eine allgemeine Polygonalzahl berechnen?

Es sei mit P, (v) die n-te v-Eck-Zahl bezeichnet. Nach dem Vorhergehenden ist dann
z.B. Py (5) = f4 = 22. Fiir alles weitere ist nun grundlegend, dass alle Polygonalzah-
len Teilsummen einer arithmetischen Reihe 2. Ordnung sind. Dies ldsst sich schon
der einfithrenden Betrachtung entnehmen. Dabei beginnen alle diese Reihen mit 1.

Eine allgemeine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist durch folgenden Ansatz charak-
terisiert:

apn=a+(a+d)+(a+2d)+ -+ (a+ (n—1)d)

Daraus folgt dann in bekannter Weise

an =3 [2a+(n-1)d (1)
Fiir unsere Polygonalzahlen ist dann ¢ = 1 und d = v — 2. Damit gilt
Pn(y):%[2+(n—l)(uf2)] V> 2 2)
Fiir allgemeines n und v = 3,4, 5, ... ergibt sich dann
Pn(3)=g(n+l):dn P, (4) = n? = g, Pn(5):g(3n—1):fn

P, (6)=2n2 —n=h, Pn(7):g(5n—3) P, (8) =3n? —2n

Die Formel (2) weist nun auf eine enge Bezichung aller Polygonalzahlen zu den
Dreieckszahlen hin. Es ist ndmlich

Pn(y):nJrg(nfl)(VfQ):n+(yf2)dn_1 (3)

Mit dieser Formel lassen sich die Polygonalzahlen besonders leicht berechnen. Bei-
spiel:

Pig (17) = 18 + 15 - 78 = 1183



Soweit die Einfiihrung in das Thema Polygonalzahlen.

Hier folgt nun eine Inhaltsiibersicht des gedruckten Manuskripts ,,Polygonalzahlen und
Polyederzahlen®. Es ist in drei Teile gegliedert, die jeweils Abschnitte mit kursiver Uber-
schrift enthalten. Alle Formeln sind in romischen Ziffern durchnummeriert, in einer rech-
ten Spalte findet man Beispielrechnungen.

Teil A

FEinige elementare Gestze fir Dreieckszahlen d,, (mit Beispielen). Formeln S. 1 bis 6
I bis XXb.

Aus Dreieckszahlen gebildete alternierende Reihen, deren Teilsummen auf S. 7

Dreieckszahlen, bzw. auf Quadrate von Dreieckszahlen fiihren. Formeln

XXTI bis XXVIII.

Geometrische Reihen, deren Teilsummen Dreieckszahlen sind. Formeln S. 7 und 8
XXVII und XXVIII
Darstellung von besonderen Dreveckszahlen durch gewdhnliche und S.8

alternierende Rethen, die aus Produkten von natiirlichen Zahlen und

speziell auch Dreveckszahlen gebildet wurden. Formeln XXIX bis XXXIV.
Charakterisierung der Potenzen n? und n* durch alternierende Reihen von S.8und 9
Dreieckszahlen. Formel XXXV und XXXVI.

Dreieckszahlen, die ,natiirliche“ Vielfache von kleineren Dreieckszahlen S.9
sind. Formel XXXVII.

Dreieckszahlen, die quadratische Vielfache von kleineren Dreieckszahlen S. 12
sind. Formel XXXVIII.

Ein interessantes Beziehungsgefiige zwischen Dreieckszahlen. Formel S. 12
XXXIX.

Teil B S. 13
Einige Gesetze iiber Polygonalzahlen und auf sie angewandte S. 13

Summenbildungen unter besonderer Beriicksichtigung ihrer Bezeihung zu
Dreieckszahlen. Formeln I bis IV.

Tabelle I (Polygonalzahlen) und Kmmentar, Formeln V bis XI. S. 14 bis 16
Gewohnliche und alternierende Summen bzw. Reihen gebildet aus S. 16 bis 17
Polygonalzahlen mit gleichem Index n. Formel XII.

Reihen gebildet aus Polygonalzahlen mit verschiedenen Indizes. Formeln S. 18 bis 25
XIIT bis XXXIII.

Tabelle IV: Fine fundamentale alternierende Reihe gebildet aus S. 26 und 27
Quadratzahlen von Polygonalzahlen mit gleichen Argumenten und

Kommentar

Tabelle IT mit Kommentar, Formeln XXXV bis XLIII S. 28 bis 31
Tabelle IIT mit Kommentar, Formeln XLIV bis LII S. 32 bis 35
Tabelle V: Indestabelle der zuhorigen Dreieckszahlen d,, (vgl. Formel XV S. 36

in Teil B).



Teil C Polyederzahlen reguldarer Polyeder

1. Pyramidenzahlen mit polygonaler Basis

2. Oktaederzahlen O, Formel 11

8. Hexaederzahlen H, Formellll

4. Pentagondodekaederzahlen D,, Formeln IV und V
5. Ikosaederzahlen I, Formeln VI und VII

Kassel, den 28. August 2020

Peter Baum
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Polygonalzahlen und
Polyederzahlen

Unter spezieller Beriicksichtigung
der Dreieckszahlen

Vorlaufiges Manuskript von Georg Glockler
(nicht konsequent durchkorrigierte Fassung)



TEIL A

Einige elementare Gesetze fiir Dreieckszahlen d, (mit Beispielen)

Viele der folgenden Formeln lassen sich im Wesentlichen mit der Formel I beweisen. Bei einigen
Formeln erkennt man leicht, wie sie auseinander hervorgehen. Hexagonalzahlen 4, sind spezielle
Dreickszahlen mit dem Index v=2n-1. In der Schreibweise der Formeln werden — falls moglich —
beide Symbole verwendet.

L d,=14243++n d, =dy, , =1+5+9+--+(4n-3)
2
:£(n+1) _ntn = h, =2n*—n
2 2

I1. Charakterisierung besonderer Dreieckszahlen durch arithmetische Reihen:

a) dry, =3+7+11+ - +(4n-1) dg=4-(2-4+1)=36
=21 +n

b)Y dyp ) = 1+5+9+13+--+(@4n-3) dy=1+5+9+13

=2n'—n =h, = 24" -4=28=h,
¢) dsy = 6+15+24+ -+ (9n-3) ds=6+15=21 firn=2
2
= on 2+3n =%n(3n+1)

d) dy; = 3+12+21+--- +(9n-6) dy=3+12+214+30=66 furn=4

2
on 2‘3" = 3n(n-1)=31,

/.= Pentagonalzahl

e) dyy = 10+26+42+---+(16n—-6) dig= 10+26+42+58=136 firn=4
8n* +2n=2n-{4n+1)

i

A dy = 6+22+38+ - +(16n-10)  dy = 6+22+38+54+70+86+102+134 =496 firn=38
= 8n’ —2n=2n-(4n-1) = hyg
:hn

etc.

II.

Charakterisierung der im Vorangehenden beschriebenen Dreieckszahlen durch eine
Linearkombination von zwei aufeinanderfolgenden kleineren Dreieckszahlen. Die Faktoren der
Linearkombinationen sind dabei ebenfalls Dreieckszahlen. Zunichst gelten die beiden fundamentalen
Beziehungen:

ay d,=d,-d,+d, -d,, dy =d,-d,+d,-d,=10-3+6-1 =36 fur v=4, n=2
dm—l:dv—l'dn-{—dv'dn—l d17=d2'd6+d3'd5=3‘21+6'15:153 flirV=3,n:6



b) Fir v = n ergeben sich speziell die folgenden bemerkenswerten Dreickszahlen:

d.=d;+d,
d, =2d,,d,

¢) Fir v =n+1 ergibt sich:
dn-(n+l)-l = dr% +d d,

n+l " %1

V. d,-d, =n

_ 2
d,+d,  =n
2 2
d,+d,_ =d ,
2 2 _ .3
dn _dn-l_n

4_ g4 _ 3
d,—d, =n"-d,

V.a) d,=d, +2d, -d, +d,
b) d. =d, +3d,_ -d;
(vergleiche auch Xva)

VL dm = d(v—l)-n—l + (2V - 1)dn

fir v=n ergibt sich:
d,=d,  +@2n-1),
VIL. d,=v’-d, -n-d,_
speziell fiir v=n:
d. =n*-d _,+n-d,

VIIIL
n*=1+3+5+-+(@2n-1)

IX.
a) d,, -2d,=n"

b) d,,-3d, =3n’

¢) d,, -4d, =6n*

d) d,-v-d,=d,_ n

a) 4d,-d,, =n
b) dy, —2d,=n-(n-2)
c) 84, =(2n+1) -1

dy=di +d? =21 +15 =666  firn=6
dyg = 2dy -dy =3240 fiirn="9

dig=dj +ds -d, =100+90=190 firn=4

vgl. auch IIb.

di-d}=4.4

42

= 10000 — 1296 = 64 - 136 = 8704

dyg=ds+2ds-dg +dg =15+ 630+21=666 fiir n=6
d342:d63+3d6'd72:213+3'21'282=73'd18 fir n=7

d,, =d,_ +3d, firv=2
dy, =d,,  +5d, firv=3
dy,=d5, +7d, fiirv=4
etc.

dy =d, +13d, =861+13-28 =1225=35"

dyg=36-ds+6-ds =540+126 =666 fiirn=6



d) d4n = d3n—1 +7- dn

XI. Gleichheit der Summen von je zwei Dreieckszahlen:

dyy +d,_y=d,y, 5 +d, Beispiel fiir n=4
(fiir n23) d,+d,=dg+d,
28+ 3 =21+10
XL
dn:ddn —dd,,-l d4 =d10'—d9=55—‘45:10
XIIL

) d, - d, =2dy, ) 0a)

b) d}-d,=d,, -d, = 2d%(nz+n_2) dy —dy =367 -36= dy-d; =28-45=1260=2d;
¢) d3, ~d,, :2'(2”_1)'(2”+1)'dn =y dpuy =hy by,

d) 4d, dy, =n-2n-d,, ., =2n*-h, |

e) dy,—d,, =2-h

etc.

Proportionsgesetze

XIv.
2) d, _n+l ﬁzlgz_S_
d,, 2n+1 dg 36 9
b)_f"_%_: " ﬁ:ﬁzﬁ
dryy n+l d, 153 9
AN 36 _18
dyn 4n+2 d,; 146 73
d)@iz n ﬂ:ﬁzi
dy,.y 4n-3 d,, 231 7
XV.

Darstellung der speziellen Dreieckszahlen d . beziehungweise d x_,. Bemerkenswert bei diesen
Darstellungen ist das Auftreten der Binominalkoeffizienten (zur Herleitung vergleiche Formel [1]a).
a) d,=d,
d,=d;+d,,
d,=d)+3-d; .d,
d.=d,+6-d, -d}+d.,
d,=d,+10-d. -d}+5d} -d,

d,=d,+28-d; -de+70d} -d!+28-d° +d°



1 7 21 35 35 21 79 1
1 8 28 56 .70 56 28 8 1

dV:[Vj.d; +(Vj-d,f_l-d:‘2+(vj-d,‘,‘_l-d:'4+---
n v 2 4

. v v=2 2 v v ;
cee ) ddR + 0 -dy fiirv=246...

VIl s 3 [V va e,
et ; A5 d+ : -d,- -d, firv=135..

Alle weiteren Untersuchungen nehmen einen entsprechenden Verlauf:
b) d,=d,
d,=d,+3-d’ -d,

d,=d;+10-d>,-d}+5d. d,
d,=d)+21-d;,-d, +35d,, -d,+7-d}_ -d,

1 7 21 35 35 21 7 1

dos=| 2 T g [P g2 g [P e g
T 2y 1) " u—1) b 2v-3) "t 7n

N 2v+1 4 .d . 123
20— (av1)) P firy =123

¢) d, =d,,
d, =2d,,d,
d. =3d,, d+d,
d. =4d,d,+4d,_ -d,
d

. =5d,.d, +10d;_ -d} +d,_|

nl—

d, =9d,,d;+84d]  -d; +126d,_ -d, +36d,_ -d} +d;_,



1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 i
1 8 28 5 70 56 28 § 1
1 9 36 84 D 1 84 36 9 I

do =\ dd e e
n'-1 1 3 5

+(;jd"'/__}2 dj +[g)-d:_l fur v :1,3,5...

+(;]d:_‘13 -d’f +£‘;J-d:_'ll -d, fir v=246..

d) dn—l = dn—l
dn’—l :3dn—l dr? +d}3—1
ds_ =5d,.,d, +10d,_ -d; +d,_,

d, =9d,.d,+84d,_  -d; +126d,_ -d, +36d,_ -d? +d’

1 5 16 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 2% 35 35 21 .7 I
1 & 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 B 1 84 36 9 1



Jede Dreieckszahl d, 148t sich als Linearkombination von drei aufeinanderfolgenden Dreieckszahlen
mit kleinerem Index darstellen, insbesondere als Linerarkombination der ersten drei Dreieckszahlen.
Es gilt ndmlich ganz allgemein:

XVL d,=d,-d,,_, -(v-1)-(v+1)-d

n-v

Firn>v+2
Firr eine Linearkombination aus den ersten drei Dreieckszahlen ist 7 = v + 2.
d,.,=d, d; —(v—l)-(v+l)-d2 +d,_-d
Beispiel:
dy, =d,s-dy ~(15-1)-(15+1)-d, +d,, -4,
dy; =120-d5 —224-d, +105-d, =153

+d,_,-d

n-l-vy

Weitere Beispiele, fiir n = 36 und v = 25:
dyg =dys-dyy —24-26-d), +d,, -d),
=325-d;, - 624-d,,+300-d,,
=325- 78— 624-66 +300-55=666
Flirn=36 und v = 34 ist:

dyg =dyy-dy=33-35-d, +dy; - d,
=595-dy — 1155-d, +561-d,
=595-6 — 1155- 3 +561-1=666

Charakterisierung von Dreieckszahlen durch gewshnliche und alternierende Potenzreihen

XVIL d, =n* =(n=1) +(n~2)} =+ + (- 1) (vgl. Tabelle I)
dg=6>~57+42 32422 12 -9

XVILd? =P +2° +33 4.4 ?
di =P +2°+3° 14715 4+ 6> =441=21"
oder in anderer Schreibweise:
df=(1+2+3+-+n)f =P+ +3 4.4 0’

XIX. dg, =(6n-1) ~(6n-4) +(6n—7) —+..- -2
dopy = (6n-2) ~(6n—5) +(6n—8)F =+~ 1> =1,
Beispiele fiir n = 6:
dy =357 =327 +29% —..._ 22 = 666

dis =34 317 +28" —.._ 12=630=1,
XXa d,, =P+3+5+..+(2n-1 Firn =1,2,3,..
= hnz
Beispiel fiir n = 4: dy =1 +3°+5° +7° =496 = i,
XX.b anM_l=n4—(n—l)4+(n._2)4_+...+(_1)”+1:hd"
Beispiel fiir n = 4: dig=4*-3*1+2%_1* =190

Die Formel XXa erfaBt alle vollkommenen Zahlen.

Aus Dreieckszahlen gebildete alternierende Reihen, deren Teilsummen auf Dreieckszahlen, bzw. auf
Quadrate von Dreieckszahlen fiihren.



XXL 2d, =dy, —dy, +dy,y =+ +dy =4,
2dy=dg—ds+d,—dy+d, -d,
=21-15+10-6 + 3 -1=12=2-6

XXIL. (2dy,, —2d,,3)+ =+ (2d; -2d,) = d,,
12.11-10-948-7-6-5+4-3-2.1=78=d,, fiir n=3

n+1 _ 12
XXIIL dp=d g +d, o=+ + )" dy =d

(n-—l

dy—d,+d, =45-10+1=36=d; firn=3

Darstellung von Dreieckszahlen durch alternierende Reihen, die sich aus Quadraten von
Dreieckszahlen bilden lassen.

XXIV.d} —d; +dg —djg+—---+d; —di +d; =d,  =d, . firn>2

2n*—dn+l (n-t
R R N R R
di —dy +dg —dig+dis=d, =h,

Beispiel fiir n = 4:
1-36+441-3025+14400=11781=d,s;

XXV.
2) d2n2—1 :d22n—1 “dzz,,_z +d22n_3 —.+....__d22 +d12 =hnz

Beispiel fiir n=3: dy, =d: —d;+d; —d} +d} =153 =h,

b) 8d§ :d22n —'d22n—1 +d22n—-2 '_+'“+d22 _d12
8d; =d; —d} +d} —d?! +d? -d?

Beispiel fiir n=3:
=212 =152 +10° - 6% +3? -1 =288 =836

©) d3 == dnz _d(n—l)z +d(n—1)2 —+...+(_1)"d22 +(_1y1+1d12

Beispiel fiir n=5: di =dys~dg+dy —d, +d, =225=15"
XXVI.
a) dyrony = d42" _d‘fﬂ—?- + dfn—‘i —Heet df - d22 =h s,
Beispiel fiir n = 3: dyy =dpy —djy +dg —d? +d? —d? = 4005 = h,,
b) d8n2+10n+1 = d‘fnﬂ _d42n—1 + défn—3 -t _d32 + dlz = h4n2+5n+1
= hZZn+l _h’lzn +h22n—1 _+”'_h22 +h12 :h4n2+5n+1
Beispiel fiir n = 2: dsy=dy —d; +di —d} +d? =1431=h,,

In der Schreibweise fiir Hexagonalzahlen lautet die letztere Formel:

12 2 2 42 g2
h4n2+5,1+1 _h2n+l _h’Zn +_'”+h3 —h'Z +h1

Geometrische Reihen, deren Teilsummen Dreieckszahlen sind.

XXVIL
1432 +3* +... 43" =4 =d,
2

IRV VR LI 371}



Beispiel fiir n = 3: 1+3°+3* +3°=820=4d,,

2n-1 2n-2 2n-3 _ -
XXVIILT7T =777 477" -+ 4+ 7= 1= d3‘(1+7+72+m+7n_1) = d§(7"-1)

Beispiel fiir n = 3: -7 +7 -7 +7-1=14706 =d,,,

Darstellung von besonderen Dreieckszahlen durch gewohnliche und alternierende Reihen, die aus
Produkten von natiirlichen Zahlen und speziell auch Dreieckszahlen gebildet wurden.

A)

XXIX.dy2,,, 212343454+ (2n-1)-2n-Qn+1)=h, =h,

Beispiel firn= 7: dy;=1-2-3+43-4.5+---+13-14-15=6216
=8-777="7-888 = hy,

XXX.d,.,, =13:5+3:5:7+57-9+-(2n-1)-2n+1)-(2n+3)

Beispiel fiir n = 3: dy=13-54+3.5.7+5.7.9=435

XXXLd, dy~dy-dy+dy-d, =+ +(1)" d, -d,, =(-1)" Hy(n03) 2%(—1)“1 "dydy,
Beispiel fiirn=>5: 1-:3-3:6+6:10-10-15+15-21=210=d,,

B) Spezielle Reihen dieser Art, die aus ,,Komplementéren Produktbildungen® hervorgehen:
XXX d(yyp-2v) =y -dy —dyd, +d5-d, s —+-=dy, - d, 5, +d,,,, - d, ,, fiir n 2 2(2v+1)
dy=dy-dg—dy-dis+dy-dyy~d, dy+ds-d,

Beispiel fiir » = 16 und v=2:
=1-136-3-120+6-105-10-91+15-78 = 666

XXXULd, , =d,, 5-dy~dy, 3-dy+d,, - dy—++d,,-d,,
Beispiel fiirn = 3: dydi—dy-dy+dg-dy—d,-d,+dd;
= 55— 135+ 108 - 280 +315 =171=d,,

XXXWV.d,, -d -d,, -d,+d,, , dy—++d,,, -d, =-8d>
Beispiel fiir n = 3: dy-dy—dy -dy+dy-dy—dy-d, +dy-ds —d, d,
= 78 — 198 + 330 — 450 +540 —588=-288 = -84>

Charakterisierung der Potenzen n’ und n* durch alternierende Reihen von Dreieckszahlen.

XXXV.

a) n’ =y, ~dy g+ dy, 35—+ —d, +d,

Beispiel fiir 7 = 4: 42=a’7—d6+d5—d4+d3—d2+d1
=28-21+15-10+ 6 — 3 + 1=16

b) 9n* = dopy = dgps +dgy g =+ +d, —d,
Beispiel fiir n = 4: 12° =144=d,, ~d,y + dig —dys +d,, - d, +d, - d,
=253-190+136-91+55-28+10~1

c)  eine alternierende Reihe, aufgebaut aus durch 6 teilbaren Zahlen
36n* =dy —dg +d, —dy, +d,5 ~ dyy +dy —dy + =t dy,



Beispiel fiir n = 6:
36° =6 —36+66 —78 +120—-210+276-300+—---+d,,

Fiir n=4 gilt noch die interessante Beziehung:
dy —dys +dyy —dyy +— - —dy +dy —dy; =342 =2d;

XXXVIL .
n4Idd2"_l _ derrvz + dd2"_3 "“i“"'_dd"i'éid3 _dd2+ddl

oder n'=d ., -d +d

2n°-n 2nt-3n+1

2n*~5n+3 _+.”_d‘i4 +dd3 _ddz +dd1

Beispiel fiir n = 6:
6* =dy —dss +dys —dyg +—dyy +ds —dy +d, =1296 = 36°

XXXVIL. Dreieckszahlen, die ,, natiirliche “ Vielfache von kleineren Dreieckszahlen sind.:

Fiir solche Zahlenpaare gilt dann:
v-d, = dp,

Um solche Zahlen ermitteln zu kdnnen, miissen wir zunichst die hier obwaltenden Bedingungen

algebraisch fassen:
2 2
v-d = M -d = M

! 2 " 2
Daraus folgt:

m* +m=v-(n2 +n)
mz-%i,/4v-nin+li+l

Die Bedingung ist also ganau dann erfiillt, wenn der Term
4y - n(n + 1) +1
eine Quadratzahl ist.

Dann gilt:

-1
4v-n(n+1)+1:m]2 mit m=2

Im Folgenden ermitteln wir fiir v=2, 3, 4, ... der Reihe nach diejenigen Fille, fiir welche die
Bedingung v- d, = d,, erfiillt ist. Dazu legen wir jeweils eine kleine Tabelle an:

) v=2-4v-nn+])+1=8n-(n+1)+1

n 8n-(mt)+l= m m d, =2-d,

2 48 +1= 72 3* 4 =2d, = 6
14 1680 +1= 412 20 dy =22dyy = 210
84 57120 +1= 239? 119 die =2-dys =7140
492 M : . :

2870



2)

3)

4)

5)

6)

v=3>4v-nn+1)+1=12n-(n+1)+1

n 12n () +1= m!

5 360 +1= 197
20 5040 +1=  71°
76 70224 +1= 265>

285 : :

1065

v = 4 = 2’ keine Moglichkeit!

v=5>dv-nn+1)+1=20n-(n+1)+1

n 20m-(ntl)+l= m

2 120 +1= 112
6 840 +1= 297
44 39600 +1= 199°
116 : :

798

v=6— dv-n{n+1)+1=24n-(n+1)+1

n 24n - (nt+l) +1= ml2

3 288 +1= 17°
14 5040 +1= 71°
34 28560 +1= 169°
143 : :

1420

v=T7-dv-nn+1)+1=28n-(n+1)+1

n 28n - (nt+1) +1= ml2

2 168 +1= 132
5 840 +1= 29°
39 43680 +1= 209°
87 . :

629

m

9
35
132

m

8
35
84

m
6*

14

104

d>
ds
d. 44

- ds
“dis

=6 diy

d, =3
dy =

d35 =3
dizy =3¢
d, =5
ds =5
diy =5
dog =5
d, =6
dg =

dis =

dsy =6
d, =17
dg =

dys =7

dip, =7

Il

45
630
8778

15
105
4950

36
630

=3570

21
105
5460

10



7) v=8— dv-nn+1)+1=32n-(n+1)+1

n
5

11
186
390

320 (nr)+1=  m} m d, =84d,
360 +1=  31°  15%  dis =8-ds
4224 +1=  65* 132 ds, =8-dj

1113024 +1= 1055% 527 dsy; =8 dig

8) v =9 = 3% keine Mdglichkeit!

9) v=10> 4v-nn+1)+1=40n-(n+1)+1

n

6
12
55

246
10)

69
129

11)

40n - (mt)+1=  m} m d, =10-d,

1680 +1= 41> 20 dy =10 dj
6240 +1=  79° 39 dyy =10-dp,

123200 +1= 351% 175

v=11—> 4v-n(n+1)+1=44n-(n+1)+1

4n- () +1= ml m d, =11-d,
528+1= 237 11 dy =11-d;
1848 +1= 43 2] dy =11-d;

212520 +1= 461> 230 drzo =11+ dpy

v=12> dv-n(n+1)+1=48n-(n+1)+1

n-(ntl)+1= mi m d, =12-d,
288+1= 17> 8 dys =124,
960 +1=  31° 15* dis =12-d,

57120 +1= 239° 119 dio =12 - ds,

Wir registrieren zum Abschluf noch einige bemerkenswerte Fille:

dg = 6

d14 = 5

d15 = §

dzo =10 d6 =
ds =

=12-d,= 36
= 7-ds5= 105
=12-dy, = 120

2'd14= 210
= 3'd20= 630

d119 =12 d34 = 2 dg4= 7140

In der Tabelle sind noch diejenigen Indizes m mit einem Kreuz versehen, die selbst Dreieckszahlen

sind.

di;s =10-dss =

120
528
=139128

210
780
15400

Il

66
231
2656

36
120
= 7140



Dreieckszahlen die quadratische Vielfache von kleineren Dreieckszahlen sind

XXXVIIL

a) d(zn+1)2_12 =y =4 (1.+ Y -d,

Beispiel fiir n = 2: dy =4-5d, =10%-d, =300
b) dn(4n+3)2 = [4 : (1 + 2”)2 _12]2 -d, firn>1

Beispiel fiir n = 3:
ders :[4'72 —12]2 -d; =195 -d, =228150

Anmerkung: Fiir d, = mzdv mitm =2, 3,4, 5,... gibt es keine Ldsung.

Ein interessantes Beziehungsgefiige zwischen Dreieckszahlen

XXXIX.

n-d,, —(n+2v)d, =n-d, Fiir v >2

Beispiel fiir » =3 und v=37:
3:dy—77-dy=3dy =1998

Zwei Reihen gebildet aus reziproken Dreieckszahlen

XL.

a)  l+i+i+eg+o4t=22 Dabei ist lim 2% =2
n—w

1
d, n+l S ¥l
Beispiel fiir n=5:

lyli1 110
1+3+6+10+15

6

=3
3

1 1 1 _
b) -+ +—++ teet =8,

1015

A

1
3

Hierbei gilt: lims, =4log2 -2

A __2 _2_
d,  n(ntl) T n (n+l)

Hinweis:

12
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TEIL B

Einige Gesetze tiber Polygonalzahlen und auf sie angewandte Summenbildungen unter besonderer
Beriicksichtigung ihrer Beziehung zu Dreieckszahlen

I.
Polygonalzahlen sind Teilsummen der Teilsummenfolge einer gewohnlichen arithmetischen Reihe:

P(v)=a+[a+d] [a+2d] [a+3a’]+ +[a+(n l)d]

n

_ 2a+(n—1)-dn
2
Fiir Polygonalzahlen ist a=1 und d=v-2. Damit gilt also
L P(v)= (v=2)-n 2"(V 4)-n speziell P,(3)=d,= L(n® +n)

P(6)=h,=2n* —n
Beispiel:

Die neunte Elfeckzahl Py(11) ist also:
2 3
P9(11)=(11 2)-9°-(11-4)-9 9 7-9 _729-63
2 2 2
Bemerkenswert ist nun, daB sich alle Polygonalzahlen durch eine Linearkombination von zwei

aufeinanderfolgenden Dreieckszahlen darstellen lassen. Es gilt namlich ganz allgemein die
fundamentale Beziehung:

.  PW)=(v-3)d,_+d, (vgl. Tabelle 1)

=333

So ist zum Beispiel P3(5) in der Rethenfolge der Fiinfeckzahlen die dritte.
P(5)=(5-3)-d, +d; =2d, +d, =2-3+6=12
2.

Das Entsprechende gilt auch fiir die folgenden Summen, bzw. alternierenden Summen®. Es gilt
namlich:

n—-1

111 Z P(v)= Z P,(3)+(v-3)Y R,(3)=5,(v) (vgl. Tabelle 2)

i

n-1

Iv. Z(—1)”+1 P,(v Z( " B,B)-(=3)> (1) P,(3)=s,(v) (vgl. Tabelle 3)

1

Zwei zugehdrige Beispiele fiir =4 und v=>5:

4 4 3
D P(5)=Y.P(3)+2) P(3)=20+2-10=40=S,(5) (vgl. Tabelle 2)
1 1

1

4 4

D Eyp(5)=> (-1 -131(3)—2i(— )" P,(3)=-6-2-4=-14=5,(5) (vgl. Tab. 3)

1



Pn(1) Pn(2) Pn(3) Pa(4) Pa(5) Pa(6) Pa(7)
I
4 | s 6
Enp
45
66 - 9%

112

1
1

- =S a2 4 A A A A A A A 3 4 A A e A A oA A oA oA e s el e e A 3 3 o3 o3 A A e e eA eA o A A

Tabelle I: Polygonalzahlen

1

8

19

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
4
42
43
44
45
46
47
48
49
50

36

s [ ]

55
66
78
91
105
120
136
153
171
190
210
231
253
276
300
325
351
378
406
435
465
496
528
561
595
630
666
703
741
780
820
861
903
946
990
1035
1081
1128
1176
1225
1275

100
12
144
169
196
225
256
289
324
361
400
441
484
529
576
625
676
729
784
841
900
961
1024
1089
1156
1225
1296
1369
1444
1521
1600
1681
1764
1849
1936
2025
2116
2209
2304
2401
2500

—

P,,(V) = (V~3)d -t d,
= %[(v -2).n?

Pn(8)

-

1 1 1

91
120
153

)
117
145

210 276

287 378

435 - 645

376
425
477
532
590
651
715
782
852
925
1001
1080 1431
1162 1540
1247 1653
1335 1770
1426 1891
1520 2016
1617 2145
1717 2278
1820 2415
1926 2556
2035 2701
2147 2850
2262 3003
2380 3160
2501 3321
2625 3486
2752 3655
2882 3828
3015 4005
3151 4186
3290 4371
3432 4560
3577 4753
3725 4950

496
561
630
703
780
86
946
1035
1128
1225
1326

pt'y

190

242

247 [ 325 | [325 | 403

7 8
18 21
40
65

9 10 1"

24 27 30
46 52 58
75 85 95
111 126 141
133 154 175 196

204 232 260

225 261 297 333

280 - 370 415

‘341 396 451 506
408 474 - 606
481 559 637 715
469 | 560 651
750
856

148
189
235
286

960
1096

855
616 736 976

—(v—4)-n]

1

105
156
217
288
369
460
561
672
793

1065

14

(Pn(2) = n, P(1)=1)
(vgl. Formel I u. I in Teil B)

1

70
115
171
238
316
405
505
616
738
871

1170
1336

Pa(9) Pa(10) Po(11) Pa(12) Pn(13) Pu(14) Pn(15) Po(18) Pu(17) Pa(18)

1 1 1 1 1

15 17 18

42 45 48 51

82 88 94 100
135 145 155 165
201 216 231 246
280 301 322 343
372 400 428 456
477 513 549 585
585 640 685 730
726 781 836 891
870 936 1002 1068
1027 1105 1183 1261

259
344
441
550
671
804
949

742 924 1015 1106 1197 1288 1379 1470

1590
1816

1275
1456

1380
1576

1485
1696

1695
1936

697- 969 1105 41241 1377 1513 1649 1785 1921 2057 2193

783 936 1089 - 1242 1395

1548

1701

1854 2007 2180 2313 2466

874 1045 | 1216 | 1387 1558 1728 1900 2071 2242 2413 2584 2755
970 1160 1350 1540 - 1730 1920 2110 | 2300 | 2490 2680 2870 3060

1071 1281

1491 | 1701 | 1911 2121 2331@

2541 2751 2961 3171 3381

1177 1408 1639 1870 2101 2332 2563 2794 [ 3025 | 3256 3487 3718

1288 1541

1794 2047 [ 2300 | 2553 2806 305§\ 3312 3565 3818 4071

1404 1680 1956 2232 2508 2784 3060 3336 3612 4164 4440
1525 1825 2125 2425 2725 3325 3625 3925 4225 4525 4825
1651 1976 2301 2626 2951 3276 3601 (3926 4251 4576 5226
3537 4239 4590 4941 5292 5643
3808 4186 4564 4942 5320 5698
4089 4495 5307 5713 .6119 6525

1782 2133 2484 2835 3186
1918 2296 2674 3052 3430
2059 2465 2871 3277 3683
2205 2640 3075 3510 3945
2356 2821 3286 3751 4216
2512 3008 3504 4000 4496
2673 3201 3729 4257 4785
2839 3400 3961 4522 5083
3010 3605 4200 4795 5390
3186 3816 4446 5076 5706
3367 4033 4699 5365 6031
3553 4256 4959 5662 6365
3744 4485 5226 5967 6708
3940 4720 5500 6280 7060
4141 4961 5781 6601 7421
4347 5208 6069 6930 7791
4558 5461 6364 7267 8170
4774 5720 6666 7612 8558
4995 5985 6975 7965 8955
6221 6256 7291 8326 9361
5452 6533 7614 8695 9776
5688 6816 7944 9072 10200
5929 7105 8281 9457 10633
6175 7400 8625 9850 11075

4380 4815 5250

4681
4992
5313
5644
5985
6336
6697
7068
7449
7840
8241
8652
9073
9504
9945
10396
10857
11328
11809
12300

5146
5488
5841
6205
6580
6966
7363
7771
8190
8620
9061
9513
9976
10450
10935
11431
11938
12456
12985
13525

5685 6120 6555 6990
5611 6541 7006 7474
5984 6480 6976 7472 7968
6369 6897 7953 8481
6766 7327 7888 8449 9010
7175 7770 8365 9555
7596 8226 8856 9486 10116
8029 8695 9361 10027
8474 9177 9880 10583 11286
8931 9672 10413 11154 11895
9400 10180 10960 11740 12520
9881 10701 11521 12341 13181
10374 11235 12096 12957 13818
10879 11782 12685 13588 14491
11396 12342 13288 14234 15180
11925 12915 13905 14895 15885
12466 13501 14536 15571 16608
13019 14100 15181 16262 17343
13584 14712 15840 16968 18096
14161 15337 16513 17689 18865
14750 15975 17200 18425 19650
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Beim Studium der Tabellen I bis III ergeben sich Gesetzm#Bigkeiten, die — einmal gefunden — relativ

einfach zu beweisen sind.

1. Kommentar zu Tabelle I

a)
1. P(v)=(v-3)-d,  +d,

b)
daraus folgt unmittelbar,

V. B()= P"(V—m);Pn(wm)
mit m > v-2, wobei

F(2)=n
zu beachten ist.
Beispiele:

2 2

153=B,(6)= B(4)+5B) _ 81+2225 9 +215

333=PR(11)= 1)9(6)‘*2139(16) _ 153;513

342="P,(7)= Py (4)+ P,(10) _ 1444540

2 2

<)
VI Py (n)=1Py,_y(n+3) Erste Symmetriebeziehung
Beispiel fiir n = 12:

P,s(12)= P, (15)=3025 = 557
d)
VII. B, (n + 1) =B, (n + 2)+1 Zweite Symmetriebeziehung

Beispiel fiir n = 6:
By(7)=R,(8)+1=342

e)

Jede Siebeneckzahl P,(7) 14t sich als Summe zweier Dreieckszahlen
darstellen:

Vil R,(7)=2,,(3)+ PR, ,(3) fiir n>1

Beispiel fiir n=12:
P,(7)=P,(3)+ B,(3)=66+276 =342

f)

Interessant sind die zwei verschiedenen Darstellungen der sogenannten Danielzahl. Entsprechend er

ersten Symmetriebeziehung gilt nimlich:

Py (11)= P (14)=2300
Anmerkung:



n=23

> B,(3)=2300 vgl. Tabelle II
n=39
D (-1y*'E,(8)=2300 vgl. Tabelle III

1

g
Welche Polygonalzahlen sind Potenzen von natiirlichen Zahlen, bzw. Dreieckszahlen?

1): Quadratzahlen
X, Bl6+3+4+5+ -(n+1)]= P[4 +2(n+3)]=a?
Beispiel fiir n=3; |

Pl6+3+4]=P,=d? =36

2): Kubikzahlen:

X. P,(2n+ 4) =n’

Beispiel fiir n = 7:
P,(18)=343=7°

3): Zahlen vierter Potenz
XL Bl4+4-(1+2+43+n)= P[4+ 2n-(n+1)]=n*
Beispiel fiir n=4:

Pl4+4-(1+2+3+4))= P,(24)=256 = 4*

etc.

h) Formeln XII.

Gewdhnliche und alternierende Summen, bzw. Reihen gebildet aus Polygonalzahlen mit gleichem
Index n

P,(3)+ B, (5)=2n" (Formel H1)
Beispiel fiir n=3:
P(3)+A(5)=18=2.3

P(4)-PB)=d,, (Formel H2)
Beispiel fiir n=4:

P(4)-P,B)=16-10=d, = h,

P,(5)+P,(7)=2d,, , =2k, (Formel H3)
Beispiel fiir n=>5:

P(5)+P,(7)=90 = 2d,, = 2,



P,(3)+P(9)=2d,,  =2h, (Formel H4) vgl. Formel IV

Beispiel fiir n=4:
P,(3)+ P,(9)=56 =24, =24,

P,(4)+P,(8)=2d,, , =25,
Beispiel fiir n=4:
P(4)+ P,(8)=90 =2d, = 24,

P2n (4)+ PZn (8)+ ‘P2n (12) = 8dfin—l
Beispiel fiirr n=27:

Py (4)+ Py (8)+ B, (12) =

2916 +8640+14364 =25920 = 84,

P,(3)+B,(5)+ P, (71)=d,.,
Beispiel fiir n=3:
P3)+A(5)+A(7)=6+12+18=36=d,

P,(3)-P.(4)+P,(5)=n’
Beispiel fur n=4:
P,(3)-P(4)+P,(5)=10-16+22 =16 =42

P,(4)-B,(6)+ P, (8)=3d,,, =3h,
Beispiel fiir n=7:
P (4)-P,(6)+ P, (8)=49+91+133+ =271 =3d,, =3h,

P,(5)-P,(6)+B,(7)=3d,,, =3,

P,(4)-£,(5)+ B,(6)- £,(1)+ P,8)=d,,, = h,
P,(3)-£,(4)+ P,(5)- B,(6)+ B,(7)- P,(8)+ P,(0)=d,, , = h,

BB)+A(6)+ RO)++ BBn)=d,,
Beispiel fir n=12:
BG)+ B (6)+ R O)++ B(36)= 666 = dq

(Formel H5)

(Formel H6)

(Formel H7)

(Formel H8)

(Formel H9)

(Formel H10)

(Formel H11)
(Formel H12)

(Formel H13)
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Reihen gebildet aus Polygonalzahlen mit verschiedenen Indizes

i In der Tabelle I ist eine ,,Diagonalreihe* erkennbar, deren Teilsummen eine Dreieckszahl ist.
XUL  B(4)+ B, (5)+ B(6)+ P,(7)+-+ B (n+3)=d,
Beispiel fiir #=38:
R4)+ B,(5)+ B(6)+ A7)+ +B(8)+ B, () + A, (10)+ A (11)
=1+5+15+34++65+111+175+260 =666 =d,,

k) Eine spezielle ,,R8sselsprung“-Reihe (vgl. Tabelle 1), deren Teilsummen gleich dem Quadrat
einer Dreieckszahl sind:

XIV.  B(6)+P,@8)+P(10)+---+P,(2n+4)=d>
Beispiel fiir n = 3:
B(6)+ P,(8)+ (10)=1+8+27 =36 = 2

D Allgemeinere ,,RGsselsprung“-Reihen (vgl. Tabelle 1 und V)

Diese Reihen ergeben immer Dreieckszahlen, deren Index etwas kompliziert aufgebaut ist.
Deshalb notieren wir diesen Index lieber in verschiedener Weise:

XV. g" (V)z Pn(3)+P2n+1(4)+P3n+2(5)+P4n+3(6)+'”+Pm+v—1(v+2)= d

w  (vgl. Tabelle V)
mit
m=mn,v)=n-d, + d,.,
= (n + 1)- d,—v mit m(n,v) — m(n-1,v)=d,
_ (n+1)v2 +(n—1)v

2

Im folgenden betrachten wir eine erste Art von einfachen Spezialfillen:

1. n=1

XVIL  R@)+A(#)+B(5)++P, (v+2)=d ,

Beispiel fiir v=7
RE)+A(4)+ B (5)+ -+ By 0)
=1+9+35+91+189+341+559=1225=d,, = h,s

2. n=2

XVIL P(3)+B@4)+B(5)+--+P, (v+2)=d

§(3v+1)
Beispiel fiir v=2
P(3)+R(4)
=3 + 25=28=d,
3. n=3
XVIL PBG)+P(4)+B,()++P, (v+2)=d,
Beispiel fiir v=3



P3(3)+P7(4)+P]1(5)
=6+ 49 + 176 =231=d, =d,

4, v=n
XIX. BG)+By(@)+ Prs(8)+-+ P, (1+2)= Do)
2 ne+2n-
Beispiel fiir n=2 ,
P,(3)+P(4)=3+25=28=d, =1,

S. v=n+] ‘

XX RO B BysO) 2 B (049)=dly
2 n

Beispiel fiir n=1

RB)+P(4)=1+9=10=4,

6. v=2
XXI  B,(3)+P,,(4)=d

3n+l

Bemerkung: Alle vollkommenen Zahlen mit Ausnahme der Zahl 6 lassen sich als Summen aus einer

Dreieckszahl und einer Quadratzahl darstellen.

n=2

P,(3)+P(4)=3+25=28=d, =,
n=10

Ro(3)+ Py (4)=55+441=496=d,, = h,,
n=42

Py (3)+ Bs(4)=903+ 7225 =8128 = d,,, =
n=2730
Py (3)+ P61 (4) =3727815+29822521=33550336 = dyi | =dg1g) = Bype

etc.

Man erkennt hier, daB alle geraden vollkommenen Zahlen Hexagonalzahlen sind.
(vergleiche auch Formel XXX in Teil B und den Kommentar a) zu Tabelle TV)

Wir betrachten im folgenden eine zweite Art von etwas komplizierteren Spezialfillen:

Die Indextabelle V fiir die Dreieckszahlen als Teilsummen der allgemeinen ,,Résselsprungreihe*
enthélt verschiedene Folgen von Dreieckszahlen, Quadratzahlen, usw., deren Stellung im
Indexspektrum jeweils zu ermittelnden Gesetzen folgt. Damit ergeben sich weitere sehr spezielle
»ROsselsprungreihen, von denen wir einige notieren wollen. Dabei ist Tabelle I stets mit zu
berticksichtigen.

19

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von Quadraten von Dreieckszahlen

(m = df‘) Wir entwickeln die Formel vom Ansatz her:
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v d,,0 =n
3 d=1 P3)+ B (4)+R(5) = 45= dy=d,
4 d =3 B(3)+£(4)+ B, (5)+ Ps(6) = 666= dy; =d,,
5 dy =6 1)6(3)+PI3(4)+P20(5)+P27(6)+P34(7) =5050=d, :ddg
etc.

Allgemein:

XXIL Pd,, (3)+ PZd,, +1 (4)+ R‘)d,, +2 (5)+ et P(n+2)d,,+n+1(dn + 4) = ddz

n+l

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von Dreieckszahlen mit
quadratischem Index (m = aV#2 ) Wir entwickeln die Formel vom Ansatz her:

Vv n
I 1 R(3) =1 =dy,
2 3 P(3)+ P (4) = 6+49 = S55=dy,=d,,
3 7 P,(3)+Rs(4)+ Ps(5)  =28+225+782=1035=d,, =d,,
n=vi-v+l

Allgemein:

XXI. Pn(3)+PZn+l(4)+P3n+2(5)+”'+Pv~n+v—l(v+2)=dd 2

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von Quadratzahlen (m = p?). Wir
entwickeln die Formel vom Ansatz her:

\% n

1 4 B,(3) =10 =d, =d,
2 8 B(3)+ R, (4) =36+289 = 325=dy =d,,
3 13 P3(3)+ P, (4)+ £, (5) =91+729+2501=3321=d;, =d,,

Allgemein:

XXIV. F,(3)+ Py (4)+ P, s (5) 4+ R/~(n+l)—l(v +2)= d[%(vﬁ)]z

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von vierten Potenzen (m=p*). Wir
entwickeln die Formel vom Ansatz her:
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\% n

l 1 P1(3) :1 =d1 :dl“

2 5 B(3)+B,(4) =15+121 = 136=d, =d,,
13 P3(3)+ Py (4)+ Py(5)  =91+729+2501=3321=d,, =d,,

n=2v2—2v+i

Allgemein:

XXV. PBQ)+ B, (4)+P,,5)++P,, (v+2)=4d,

-n+v-1

Wir entnehmen der Tabelle V eine Folge von Indizes in der Form von Dreieckszahlen, deren Index
eine quadratische Form (m = d ). Wir entwickeln die Formel vom Ansatz her:

ay2+b;l+c
A% n
3 2 P,(3)+ B, (4)+ B(5) = 3+ 25+921 = 120=d\s=d,
4 6 Py(3)+ B3(4)+ By (5)+ Py, (6) =21+169+590+1431=2211=dg =d,

5 12 :

n=v:-3v+2

Allgemein: (v=3)
XXVL B,3)+ Pyp(@)+ Py (S)+--+ B

v-n+v-l

(V+2)=d

d
vyl

Eine entsprechende gleichartige Folge wie zuvor:

v n

1 3 23) =6 = 6=dy=d,
2 9 B(3)+Ry(4) = 45+361 = 406= dy =d,
3 17 Ry()+As(4)+Rs(5) =153+1225+4187=5565=dyo; =d,_

n=v?+3r-1

Allgemein:

XXVIL B3+ Py (4)+ Py o (8) -+ By a (v +2) =4,
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m) Die Summen

ZPZnH(V)
v=2

sind stets ganzzahlige Vielfache einer Polygonalzahl und damit auch Teilsummen einer gewshnlichen
arithmetischen Reihe:

XXVIIL Z P, 0)=2n+1)P,_(n+2)
y=2 -

Beispiel fiir n=4 und v=6
6
2 B()=BQ)+BG)+B(4)+B(6)+ B(6)

=9 + 45 + 81 + 117 + 153
=405=9-45=9-P,(6)

n) Alternierende Reihen, gebildet aus Quadraten von Polygonalzahlen:
Es gibt zwei verschiedene Typen.
1. Solche Reihen bei denen die Polygonalzahlen gleichen Index haben.
2. Solche Reihen bei denen die Polygonalzahlen gleiches Argument haben.

1. Typus:
a)
XXX, P(v)=P (v =)+ PP (v=2) =+~ P} (2)+ P}(1)=d,, ,
Beispiele:
1) v=3
PIQ3)-P(2)+ P (1)=4d,
=36-9+1=28
2) v=11

P (11)- P} (10)+ P (9)—+--+ P}(1)
=307 277 +247 217 +182 - 15 +127 9% + 62 -3> + 17 =496 = d,

3) fiir v=43 ergibt sich als Summe der Reihe d}; = 8128: Alle vollkommenen Zahlen lassen sich
durch die obige Reihenbildung darstellen.

lb))as Entsprechende gilt auch fiir den folgenden Reihentypus:

XXX Pav+1)=P2v)+ P (v =)=+~ B (2)+ P (1) = d,.,
Beispiele:

1) fiir v=1:

PBY -PQ2Y+P01y =6-3>+1>=28

2) Fir 1»=5:
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P (11)- P} (10)+ P} 9) - +-+-+ PX(1)
=307 -277 +247 217 4182 —157 4122 9% 4 62 _3? 4 2 =496 =d,,

Fiir v=21: d127, fiir v=1315: d213_1,
(vergleiche auch Formel XXI, Teil B und Kommentar a) zu Tabelle IV)

)

Der folgende Reihentypus erfafit noch andere Dreieckszahlen:
XXXL B (v +1)-P(2v)+ P2(2v = 1) 4. — PH2)+ B ) =d,,_,
Beispiel fiir v=3: ‘

E(7)~ B2 (6)+ B2 (5)-+--+ P2(1)

=81 66> +512+36% + 21 —62 + 12 =3916=d,

2. Typus:
Die Werte der Teilsummenfolgen solcher Reihen ergeben entweder direkt Dreieckszahlen oder sie
stehen in enger Beziehung zu diesen.

a)
Zunichst gilt allgemein (vergleiche Tabelle V).

XXXI. P (V) -P,, (v)+ Py (v)- P, (V)"" — 4 P (V)‘ P (V) = d2n2—1+2n(n—1)(v—3)

Beispiel fiir » = 3 und v=5:

P (5)- P} (5)+ P} (5)- B}(5)+ B2(5)

=352 - 2224+ 122 - 52 4 ¢ =861=d,,
Beispiel fiir n = 4 und v=7:

P (7)- B (7)+ B} (1)~ P2 (7)+ P2(7)- B} (7)+ B2 (7)

=112° - 81 + 552 — 342 4+ 182 _ 72 +1° =8128=d,,, (vollkommeneZahl)
b)

Die alternierenden Reihen P2 (v)- P+ P, (v)- Pl (v)+—+ Pi(v)-P? (v) (Formel
XXXIII) ergeben differenziertere Ergebnisse. Diese stehen aber immer in enger Beziehung zu den
Dreieckszahlen. Im folgenden geben wir einige Beispiele:

n=1: P(3)-P(3)= 8=8-a?
n=2PIQ)-P'G) + P()-R(B)= 72=8 2
n=3: }’62(3)—1352(3)+—---+P22(3)—Pl2(3):288=8-d32
n=4: 1382(3)—1’72(3)+—---+P22(3)—PIZ(3)=800=8‘d42

P22n(3)_P22n—1(3)+—“‘+1322(3)-1’12(3) =8-d,f
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2) Fiir v=4 und n=1,2,3....: Py, (4)- P, (4)+—--+ P} (4)- P2(4)
n=1: P}(4)-P}(4)= 15 =d;
n=2: P(4)-P’(4) + P}4)-B*(4)= 190=d,,
n=3: P}(4)-P}(4)+ -+ P}(4)-B*(4)= 861=d,,

n=4: PH(4)-P’(4)+ -+ P}(4)- B*(4)=2556 =d,,

PO 2020 -

4n?+2n-1

3) Fiir v=5und n=1,2,3....: P22,,(5) P I(5) PX(5)- P(5)
2(5)= 24 =4.4,
n=2: P}(5)-P(5) + (5) P(): 364=4-d,,

n=3: B(5)-P}(5)+~-+PX(5)-B*(5)=1740=4d,,

=
Il
I
oS
&)
o
~—
I
5,
e
~—
+
|
+
o
¥}
—

2 (5)- P2(5)=5304=4-4,,

5) Fur v=7und n=1,23....: P (7)- P _(7)+ ~-+ B}(7)- B*(7)
n=1: PH7)-P(7T)= 48 =164,
n=2: P}(7)-P7) + P}7)-B}(7)= 880=16-d,,

n=3: B}(7)=P}(7)+~+PH(7)- B} (7)=4416 = 16-d,,

6) Fiir v=8 und n=1,2,3....: P;,(8)- Py, ,(8)+ -+ B?(8)- P*(8)



n=1: P’(8)-P2(8)= 63 =d,, —d,
n=2: P}(8)-P}(8) + P(8)-P(8)=1222=d,, -d,

n=3: 1’62(8)—1)52(8)“'—“"*’1322(8)—1)12(8):6213 =d,y; —d,

Aus dem Gang der etwas differenzierteren Betrachtung geht deutlich hervor, um welche
GesetzmiBigkeiten es sich im einzelnen handelt. Damit 148t sich leicht diese Betrachtungsart
fortsetzen.
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Kommentar zu Tabelle IV;

a)

In den schraffierten Késtchen sind diejenigen Dreieckszahlen verzeichnet, die zugleich vollkommene Zahlen
sind. Alle geraden vollkommenen Zahlen haben die Struktur

v=2""1Q)=d, =h,.,

das heillt, alle geraden vollkommenen Zahlen sind Dreickszahlen und sogar Hexagonalzahlen. (Vergleiche auch
Formel XXI, Teil B)

Die Summe

SR L)

1
ergibt in den Spalten fiir v=2 und v=3 die Dreieckszahlen d, | bzw. dy’_1, das heifit, in den Spalten fiir v=2 und
v=3 stehen alle vollkommenen Zahlen. (Ausnahme ist d; in der Spalte fiir v=3). Das entsprechende gilt fiir die
Zeilen mit n=2 und n=4. Die zugehdrigen Dreieckszahlen sind dabei durch die folgenden beiden Formeln
erfalit:

Firn=2: d,, s, fiirn=4 d,,,_,, (Ausnahme d; fiir n=4)
c)

Eine bemerkenswerte Darstellung aufgebaut auf die Zahl 7 haben die beiden vollkommenen Zahlen dy’_yund
d713_1:

Fiir n=4 und v=7:

PA(7)=112  P;(3)= 28  (vgl. Tabelle 1)
P;(5)= 70 P:(hH)= 1
P;(4)= 49
Also gilt
dy =P (7)=P}(7)+ P (7)-+---~ P}(7)+ P*(7)=8128

2
d)

Fiir n=4 und v=7" lassen sich die entsprechenden Polygonalzahlen mit der Formel

Pn(v)z%[(v—Z)-n2 -(v—4)-n]

berechnen.
P,(343) = 7168 P;(343)= 1026
P¢(343)=5121 Py(343)= 343
Ps(343) = 3415 Pi(343)= 1
P4(343) = 2050

Also gilt:

d2”—] = 212 .(213 '"1): d8191 =33550336
:1’72(73)—1’62(73)+1’52(73)—+-~—P22(73)+1312(73)



Tabelle II: Zn: 2(v)
i

n

1
(vergleiche Formel III und XXXVI, Teil B)

n-1

1

=gn-(n+1)-r-(1-1)-2n+5]= 3 BB)+(n-3)> P,(3)=5,(+)

28

Die Summen Z P,(v) der Polygonalzahlen kénnen als sogenannte Pyramidenzahlen interpretiert werden. Fiir
1

v=3 ergeben sich speziell die Tetraederzahlen T,

Sa(1)

0 ~N O ;AW N -

-hw(.dwwmwwwwwl\)NNNI\JNNNI\JN—*—‘—-\—‘—*—*—-\—‘—*——\
O(DCO\IO’)U'IA(.A)N-*O(DCO\IO?U‘ILLA)N—-\O(DOD\)CD(J’IA(AI\)—AO(D

Sa(2)
1

3

6
10
15
21
28
36
45
55
66
78
91
105
120
136
153
171
190
210
231
253
276
300
325
351
378
406
435
465
496
528
561
595
630
666
703
741
780
820

Sn(3)
1

4

10
20
35
56
84
120
165
220
286
364
455
560
680
816
969
1140
1330
1540
1771
2024
2300
2600
2925
3276
3654
4060
4495
4960
5456
5984
6545
7140
7770
8436
9139
9880
10660
11480

Sn(4)
1

5

14

30

55

91
140
204
285
385
506
650
819
1015
1240
1496
1785
2109
2470
2870
3311
3795
4324
4900
5525
6201
6930
7714
8555
9455
10416
11440
12529
13685
14910
16206
17575
19019
20540
22140

Sn(5)
6

18

40

75
126
196
288
405
550
726
936
1183
1470
1800
2176
2601
3078
3610
4200
4851
5566
6348
7200
8125
9126
10206
11368
12615
13950
15376
16896
18513
20230
22050
23976
26011
28158
30420
32800

Si(6)
1

7.

22

50

95
161
252
372
525
715
946
1222
1547
1925
2360
2856
3417
4047
4750
5530
6391
7337
8372
9500
10725
12051
13482
15022
16675
18445
20336
22352
24497
26775
29190
31746
34447
37297
40300
43460

Sn(?)
1

8

26

60
115
196
308
456
645
880
1166
1508
1911
2380
2920
3536
4233
5016
5890
6860
7931
9108
10396
11800
13325
14976
16758
18676
20735
22940
25296
27808
30481
33320
36330
39516
42883
46436
50180
54120

Sn(8)
1

g

30

70
135
231
364
540
765
1045
1386
1794
2275
2835
3480
4216
5049
5985
7030
8190
9471
10879
12420
14100
15925
17801
20034
22330
24795
27435
30256
33264
36465
39865
43470
47286
51319
55575
60060
64780

=. %-(n+1)-(n+2).

Sn(9)
1

10

34

80
165
266
420
624
885
1210
1606
2080
2639
3290
4040
4896
5865
6954
8170
9520
11011
12650
14444
16400
18525
20826
23310
25984
28855
31930
35216
38720
42449
46410
50610
55056
59755
64714
69940
75440

$,(10)
1

11

38

90
175
301
476
708
1005
1375
1826
2366
3003
3745
4600
5576
6681
7923
9310
10850
12551
14421
16468
18700
21125
23751
26586
29638
32915
36425
40176
44176
48433
52955
57750
62826
68191
73853
79820
86100

Sa(11)
1

12

42
100
185
336
532
792
1125
1540
2046
2652
3367
4200
5160
6256
7497
8892
10450
12180
14091
16192
18492
21000
23725
26676
29862
33292
36975
40920
45136
49632
54417
59500
64890
70596
76627
82992
89700
96760

Sn(12)
1

13

46
110
215
37
588
876
1245
1705
2266
2938
3731
4655
5720
6936
8313
9861
11590
13510
15631
179863
20516
23300
26325
29601
33138
36946
41035
45415
50096
55088
60401
66045
72030
78366
85063
92131
99580
107420

Sa(13)
1

14

50
120
235
406
644
960
1365
1870
2486
3224
4095
5110
6280
7616
9129
10830
12730
14840
17171
19734
22540
25600
28925
32526
36414
40600
45095
49910
55056
60544
66385
72590
79170
86136
93499

Sa(14)
1

15

54
130
255
700
1044
1485
2035
2706
3510
4459
5565
6840
8296
9945
11799
13870
16170
18711
21505
24564
27900
31525
35451
39690
44254
491585
54405
60016
66000
72369
79135
86310
93906
101935

Sa(15)
1

16

58
140
275
476
756
1128
1605
2200
2926
3796
4823
6020
7400
8976
10761
12768
15010
17500
20251
23276
26588
30200
34125
38376
42966
47908
53215
58900
64976
71456
78353
85680
93450
101676
110371

101270 110409 119548

109460
118080

119340
128740

129220
139400

Sn(16)
1

17

62
150
295
511
812
1212
1725
2365
3146
4082
5187
6475
7960
9656
11577
13737
16150
18830
21791
25047
28612
32500
36725
41301
46242
51562
57275
63395
69936
76912
84337
92225
100590
109446
118807
128687
139100
150060

Sn(17)
1

18

66
160
315
546
868
1845
2530
3366
4368
5551
6930
8520
10336
12393
14706
17290
20160
23331
26818
30636
34800
39325
44226
48518
55216
61335
67890
74896
82368
90321
98770
107730
117216
127243
137826
148980
160720



2. Kommentar zu Tabelle I1
Die Summen S,(v) sind Pyramidenzahlen, dabei gelten die folgenden allgemeinen Gesetze:

a)
XXXV. S (v)=5 (3)+ n- 3 S (3 ZP (vergleiche Formel III auf S. 10)

b) Die Summen

n

3 B)=5,1)

1

als solche sind immer natiirliche Zahlen, aber auch stets rationale Vielfache von d,:
XXXVI. D Pv)=il-(n-1)+5-2nd, =S,(v) fiir v>3

Im einzelnen ergeben sich daraus folgende interessante Summen

n +2 n
v=3: Zﬂ(3)zn3 -d,=3n-d,, oder3-zl:1",,(3)=n'dn+1

v=4 Zn:g(4)=2”3+1-dn oder3-Y P, (4)=(2n+1)-d,
1 1

v=>5: il’n(S):n-dn
1

v =06 iPn(6):4n3_l-dn oder 3- ZP =(4n-1)-
1

v=T ipn(7)=5”3‘2.dn oder 33 P,(7)= (51 -2)-d,
| 1

v=_: ZP : 2n 1) d,
v=11: i&(11)=(3n—2)-dn
1

v =14: iPn(l4)=(4n—3)-dn

c)
Die Wechselsumme S,(3)+S,(4)+ S, B)+-+S,,_, (4)+S,,., (3) ergibt stets die vierte Potenz einer
natiirlichen Zahl:

XXXVIL 5,(3)+ 8,(4)+8,(3)+---+8,,,(4)+S,,,3)=n"  (Erste ,Wechselsumme*)
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Beispiel fiir n=3:
3=, (3)+Sz(4)+53(3)+54(4)+55(3)
=1 + 5 + 10 + 30 + 35 =81

d)
XXXVIIL. S,,(5+3n)=d?,

Beispiel fiir n=3:
S,(14)=d? =217 = 441

e)
XXXIX. Ay iony =510)+ S5 (8)+ S5(3)+ 5, (4)+ -+ 5, 5(3) + Sy, (4) =,

4

n?an = hdln

Beispiel fiir n=2
d =5,(3)+5;(4)+ 55 (3)+ 5, (4)
= 1 + 14 + 35 + 140 =190=4,

f) Anmerkung: Sg(5)-S,(10)=288-90 =25920

g)
Die Summen

2 Sinalv)
v=2

sind stets ganze Vielfache von Polygonalzahlen und damit auch Teilsummen von gewdhnlichen
arithmetischen Reihen:

XL. ZS3n+1(V):d3n+l 'PV(I’Z+2)
y=2
Beispiel fiir v=5 und n=4:
5
ZSB (v)=53(2)+ 5,;3)+ S5 (4)+ 8,5(5)
v=2

= 91 + 455+ 819 +1183
=2548=91-28=d,,, - P,(4+2)
= dj - P4(6)
h)

Welche Pyramidenzahlen bzw. welche Summen S,(v) sind ganzzahlige Vielfache einer Dreieckszahl. Es gibt
drei verschiedene Typen:

1.
XLL S,Bv-1)=[-(n-1)+2-n]-d,
Beispiel fiir =4 und v=3:
S,(8)=70=[7]-d,=7-10
4
= Z P,(8) vgl. Tabelle I und IT

P,(8)+ P, (8)+P,(8)
8 + 21 + 40 =70



dariiber hinaus gilt
$,(2)=d,, 5,(5)=n-d,, 5,8)=(2n-1)-4,, 5,(1)=(n-2)-d,, -
2.
XLIL. S13,(3v)=[1+(Bv -2)-n] 4,5,
Beispiel fiir n=3 und v=2
S,0(6)=715=[13)-d\; =13-55

10
= Z B,(6) vgl. Tabelle I und II
n=1

= P(6)+ P,(6)+ P (6)+++-+ B, (6)
=1+6+15+28+45+66+91+120+153+190="715

3.
XLIIL S Bv+1)=[1+6v -1)-n]-d,,,

Beispiel fiir n=3, v=2:
Sio(7)=880=[16] 4, =16-55

10
= ZP”(7) vgl. Tabelle I und II
n=1

=R(7)+ B (7)+ B(7)+ -+ By(7)
=1+7+18+34+55+81+112+148+189+235=880
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Tabelle I1I:

n n

D EyB)=> 1y BB)-(v- 3)'12_1 (-1y*'P@B)=s,(v)  (vgl. Formel IV u. XLIV in B)

1 1

dabeiist s,,(v)=-2d, —(v—3)n? fiir v=2,3,4,...

und Son V)= (n+1) + 2(v - 3)dn und n=1,23,...

Beachte: P,(2)=nund P(1)=1
N su(1) ol $n(4) sn(5) Sa(6) Sa(7) Sa(8) Sn(9) Sa(10) Sa(11) $a(12) Su(13) Sa(14) Su(15) $a(16) Sa(17) $n(18) $4(19)
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 4 5 8 .7 9 -0 11 12 13 14 15 -1
3 1 8 14 26 28 30 32
4 0 -14 -26 50 -54 58 62
5 1 39 75 y | 87 93 99 105
6 0 30 57 -111 120 -129 -138 -147 -156
7 1 40 76 v 148 160 172 184 208
8 0 -100 -116 -132 -148 -196  -212 -228 -244 -260 -276
9 1 65 85 [05 125 145 165 185 S 245 265 285 305 325 345
10 0 -80 -130 -155 -180 -205 -230 -255 280 -305 -330 -355 -380 -405 -430
11 1 96 126 156 / 1216 246 276 306 336 366 396 426 456 486 516
12 0 .78 -114 -150 -222 -258 -294 -330 -366 -402 -438 -474 -510 -546 -582 -618
13 1 91 133 175 217 259 01 .343. 385 427 469 511 553 595 637 679 721
14 0 -105 -154 -203 -252 307 -350 -399 -448 -497 546 -595 -644 693 742 -791 -840
15 1 120 176 232 288 344 400 512 568 624 680 736 792 848 904 960
16 0 -136 -200 -264 -328 -392 -520 -584 -648 -712 776 -840 -904 -968 -1032 -1096
17 1 153 § 297 369 | | 513 585 801 873 945 1017 1161 1233
18 0 -171 252 -333 -414 -495 -576 {657 -738 -819 -900 -981 -1062 -1143 -1224 -1305 -1386
19 1 190 280 370 460 550 640 730 820 1000- 1090 1180 1270 1360 1450 1540
20 0 -10 -110 -210 -310 -410 -510 -610 -710 -810 -@](-1010 -1110 -1210 -1310 -1410 -1510 -1610 -1710
21 1 : 231 341 451 561 671 781 891 1001 1111 1331 1441 1551 1661 1771 1881
22 0 -11 -132 -253 -374 495 616 -737 -858 -979 -1100 1342 1463 -1584 -1705 -1826 -1947 -2068
23 1 12 144 276 408 540 672 804 936 1068 1200 1332 1464 [i596 1728 1860 1992 2124 2256
24 0 -12 -156 -300 -444 -588 -732 -876 -1020 -1164 -1308 -1452 ¢-1884 -2028 -2172 -2316 -2460
25 1 13 169 325 481 637 793 949 1105 1261 1417 1573 1729 1885 2197 2353 2508 2665
26 0 -13 -182 -351 -520 -689 -858 -1027 -1196 -1365 -1534 -1703 -1872 2210 -2379 -2548 -2717 -2886
27 1 14 196 378 560 742 924 1106 1288 1470 1652 1834 2016 2198 2380 (567 2744 2926 3108
28 0 -14 -210 -406 -602 -798 -994 -1190 -1386 -1582 -1778 -1974 -2170 -2366 -2954 -3150 -3346
29 1 15 225 435 645 855 1065 1275 1485 1695 1905 2115 2325 2535 2745 2955 [316§ /3375 3585
30 0 -15 -240 -465 -690 -915 -1140 -1365 -1590 -1815 -2040 -2265 -2490 -2715 -2940 -3390 -3615 -3840
31 1 16 256 496 736 976 1216 1456 1696 1936 2176 2416 2656 2896 3136 3376 3616 [3856 4096
32 0 -16 -272 -528 -784 -1040 -1296 -1552 -1808 -2064 -2320 -2576 -2832 -3088 -3344 -3600 -4368
33 1 17 289 561 833 1105 1377 1649 1921 2193 2465 2737 3009 3281 3553 3825 4097 4369
34 0 -17 -306 -595 -884 -1173 -1462 -1751 -2040 -2329 -2618 -2907 -3196 -3485 -3774 -4063 -4352 -4930
35 1 18 324 630 936 1242 1548 1854 2160 2466 2772 3078 3384 3690 3996 4302 4608 4914 5220
36 0 -18 -342 -6866 -990 -1314 -1638 -1962 -2286 -2610 -2034 -3258 -3582 -3006 -4230 -4554 -4878 -5202 -5526
37 1 19 361 703 1045 1387 1729 2071 2413 2755 3097 3439 3781 4123 4465 4807 5140 5491 5833
38 0 -19 -380 -741 -1102 -1463 -1824 -2185 -2546 -2907 -3268 -3629 -3990 -4351 -4712 -5073 -5434 -5795 -6156




Kommentar fiir Tabelle IT1
a)

Beziiglich der explizierten Formel fiir

n

5,()=2, 1" P (v)

1

bedarf es einer Fallunterscheidung:

53, (v)==2d, - (v -3)n? fiir v=2, 3, 4, ...
XLIV, ‘

32n+1(V)=(”+1)2+2'(V‘3)dn fiirn=1,2,3, ...
Anmerkung:

Herleitung dieser Formeln unter Zuhilfenahme zum Beispiel der Formeln XXI und XXXV in Teil A.

Beispiele fiir =4 und =7
s5(7)=-84= -2d,-(7-3)-4* =-20-64
55(7)=105=(4+1)Y +2-(7-3)d, = 25+ 80
b)
Um die Diagonallinie von links oben nach rechts unten erkennt man »gewisse Symmetrien” (Formel XLV:
1. S9p-1 (n + 2) ==5,, (n + 1)
2. S (B +2)+ 5, (n+3)=1 Drei Symmetriebeziehungen
3. s2”+1(n+1)—s2n_1(n+3)=1
Beispiele fiir n = 13:
555 (15) = =55 (14) = 2041
517(15) + 5,4(16) = 23802379 =1 vgl. Tabelle I1I
5;7(14) — 5,5(16) =2198-2197 =1
c)
Welche s,(v) sind Kubik- bzw. Quadratzahlen?

In der Tabelle I1I erkennt man unmittelbar:

1.
XLVL s,, (n+3)=rn°

Beispiel fiir n=13:
5,5(16)=2197=13°
2.

Etwas iiberraschend sind die folgenden beiden Tatsachen:



24

S301 (n + 3)+ S22 (n + 3) =n’

XLVIL
Szn-l(" + 3)‘ Szn-z(” +3)= n-dy,_ =n-h,

Beispiele fiir n=6:

5,,(9)+5,(9)=216-180=36 =62
5,,(9)-5,,(9)=216+180=396=6-66=6-d,, =6k,

e)

In den einzelnen Reihen mit gleicherh Index n stehen Quadratzahlen, deren Stellung in der Reihe nach zu
ermittelnden Gesetzen verlaufen. Wir geben im Folgenden nur einige Beispiele:

Aus der 3. Reihe:
XLVIIL, 5;(2n? +1)=4n? = (2n)
Beispiel fiir n=3:
5,(19)=36=2-3*
Aus der fiinften Reihe:
XLIX. ss3+6n(n-1)]=9-2n-1)
Beispiel fiir n=4:
s;[3+24-3]=5,(75)=441=9.7
Aus der siebten Reihe:

Das Bildungsgesetz fiir die Quadratzahlen ergibt sich aus der nachstehenden Folge:

s:(2)= 2° 57(42) = 22?

s/(3)= 4 5:(58) = 26°

sA(7)= & $7(67) = 28*
s,(10) = 10§ $7(87) = 32?
s1(18) = 142 57(98) =347
57(23) = 16; $7(122) = 38?
5:(35)=20 :

Aus der siebtzehnten Reihe:
s,(2+d,)=9-(1+2n)

Beispiel fiir n=4:
5,,(2+10)=729=9-(1+8) =27

f)
Die Formeln XXI, XXXV und XVII werden durch die Tabelle III in anderer Form bestitigt. Es gilt nimlich:
2d,= —s52,(3) vgl. Formel XXI
= $,.03) vgl. Formel XXXV
d, = (1" 5,(4) vgl. Formel XVII

2



Die Summe

2n-1
S, (v + 2)

V=
ergibt eine Dreieckszahl:
Lo 50)+5,(4)+s55(5)++s,,,(2n)+s,, 2n+1)= d,
Beispiel fiir n=8: ‘ (vgl. Tabelle III)
5/3)+5,(4)+ 53(5)+ -+ 5, (16)+ 5,5 (17) = d,
=1 - 3 + 8 —+---—693+ 848 =666

2n-1

h) > 5,0)=d,
1
2n-1

LL D s,(6)=d,, = h,

1

3'5,(6)=4d,
1

i) Die Summen

D sarat) und 3, )

sind immer ganzzahlige Vielfache von Polygonalzahlen und damit auch Teilsummen von
gewdhnlichen arithmetischen Reihen:

ZSZ"” n+1 P (n+2) ZSZ,, =-n-F,_ n+2)

Beispiele fiir n=3 und v=6

6
LIL ZS7(V)=S7(2)+S7(3)+S7(4)+S7(5)+S7(6)
v=2
= 4 + 16 + 28 + 40 +52
=140=4-35=4.p,(5)

14

Z 56(v) = (2)+ 56 (3)+ 56 (4)+ 5, (5)+s (6)

y=2
= -3 - 12 - 21 - 30 -39
=-105=-3-35=-3-p(5)

35



Tabelle V: Indextabelle der zugehdrigen Dreieckszahlen d,, (vgl. Formel XV in Teil B)

S (V) =F, (3) + Py (4)+ Py (5)"‘ Bl A (v+ 2) =dy =dyy sa,, = Apit)a - = Ay, (n-3}a, ="

N 842) Si3) Sa4) Su(5) Su6) Su7) Su(8) Su(®) Sa(10) Sa(11) Su(12) $u(13) Su(14) 5u(15) 5:(16) §.(17) Su(18)

4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 289 324
26 40 57 77 100 126 155 187 222 260 301 345 392 442 495
3 55 78 105 136 171 210 253 300 351 406 465 528 595 666
46 70 99 133 172 216 265 319 378 442 511 585 664 748 837
56 85 120 161 208 261 320 385 456 533 616 705 800 901 1008
B8 100 141 189 244 306 375 451 534 624 721 825 936 1054 1179
76 115 162 217 280 351 430 517 612 715 826 945 1072 1207 1350
86 130 183 245 316 396 485 583 690 806 931 1065 1208 1360 1521
96 145 204 273 352 441 540 649 768 897 1036 1185 1344 1513 1692
106 160 225 301 388 486 595 715 846 988 1141 1305 1480 1666 1863
116 175 246 320 424 531 650 781 924 1079 1246 1425 1616 1819 2034
126 267 357 460 576 705 847 1002 1170 1351 1545 1752 1972 2205
136 205 288 385 496 621 760 913 1080 1261 1456 1665 1888 2125 2376
146 220 309 413 532 666 815 979 1158 1352 1561 1785 2024 2278 2547
15 46 93 156 235 330 441 568 711 870 1045 1236 1443 1666 1905 2160 2431 2718
16 49 99 166 250 351 469 604 756 925 1111 1314 1534 1771 2025 2296 2584 2889
177 52 [08 176 265 372 497 640 801 980 1177 1392 1625 1876 2145 2432 2737 3060
280 393 525 676 846 1035 1243 1470 1716 1981 2265 2568 2890 3231
295 414 553 712 891 1090 1309 1548 1807 2086 2385 2704 3043 3402
20 61 123 206 310 581 748 936 1145 1375 1626 1898 2191 2505 2840 3196 3573
21 64 129 216 [25 456 609 784 1200 1441 1704 1989 2296 2625 2976 3349 3744
22 67 135 226 340 477 637 820 1255 1507 1782 2080 2401 2745 3112 3502 3915
23 70 141 236 355 498 665 856 1310 1573 1860 2171 2506 2865 3248 3655 4086
24 73 147 246 370 519 693 892 1365 1639 1938 2262 2611 2985 3384 3808 4257
25 76 153 256 385 540 721 928 1420 1705 2016 2353 2716 3105 3520 3961 4428
26 79 159 266 561 749 964 1475 1771 2094 2444 2821 3225 3656 4114 4599
27 82 165 [78 415 582 777 1000 1530 1837 2172 2535 2926 3345 3792 4267 4770
28 85 171 286 430 603 805 1036 1296 1585 1903 2250 2626 3031 3465 3928 4420 4941
29 88 177 296 445 624 833 1072 1640 1969 2328 2717 3136 3585 4064 4573 5112
30 91 183 306 460 645 [B81 1108 1695 2035 2406 2808 3241 3705 4200 4726 5283
31 94 189 316 475 [6H 889 1144 1750 2101 2484 2809 3346 3825 4336 4879 5454
32 97 195 326 490 687 917 1180 1805 2167 2562 2990 3451 3045 4472 5032 5625
33 100 201 336 505 708 945 1216 1860 2233 2640 3081 3556 4065 4608 5185 5796
34 103 207 346 520 1252 1915 2299 2718 3172 3661 4185 4744 5338 5967
35 106 213 356 535 750 1001 1288 1970 2365 2796 3263 3766 4305 4880 5491 6138
36 109 219 366 550 771 1029 1324 2025 2431 2874 3354 3871 4425 5016 5644 6309
37 112 225 376 565 792 1057 1360 2080 2497 2052 3445 3976 4545 5152 5797 6480
38 115 231 38 580 813 1085 1396 2135 2563 3030 3536 4081 4665 5288 5950 6651
39 118 237 396 [E95 834 1113 1432 2190 2629 3108 3627 4186 4785 5424 6103 6822
40 121 243 406 610 855 1141 1468 2245 2695 3186 3718 4291 4905 5560 6256 6993
41 124 249 416 625 876 2300 2761 3264 3809 4396 5025 5696 6409 7164
42 127 255 426 640 897 2355 2827 3342 3900 4501 5145 5832 6562 7335
43 130 261 436 655 918 2410 2893 3420 3991 4606 5265 5968 6715 7506

2465 3498 4082 4711 5385 6104 6868 7677

2520 (3025 3576 4173 4816 5505 6240 7021 7848

44 133 267 446 670 939 1253 1612
45 136 273 45 685 960 1281 1648




TEIL C

Polyederzahlen reguldrer Polyeder

1. Pyramidenzahlen mit polygonaler Basis

Pyramidenzahlen sind Teilsummen der Summen von Polygonalzahlen.
zpn(v)J_(’%tL).(v.n_v_zms)

speziell Tetraederzahlen T,: fiir v = 3 ergibt sich
I,=2 RB)=¢n(1+1)-(n+2)
mit quadratischer Basis
0,=Y n*=t-n-(n+1)-(2n+1)
mit fiinfeckiger Basis
F, =Y PG)=%-n"-(n+1)=n-d,
mit achteckiger Basis

4,=Y P,B)=1-n-(n+1)-(2n-1)

etc.

2. Oktaederzahlen O,
0,=1
O,=1+4+1=6
O3=14+4+9+4+1=19

L 0= Y n2 4> (-1 =2-(2n® +1)
3. Hexaederzahlen H,

. H,=r

4. Pentagondodekaeder —Zahlen D,

IVv. D,= —51-(9r12—9n+2)=n-a?3,,_2

wobei
V. Y D,=)nd,, =d, (2., ) st

Beispiele:
Dy= 3-d; = 3- 28

D11= 11 'd31=11 - 496
etc.



Tkosaederzahlen I,
VI I=2(5n*-5n+2)
wobei
VIL I, =ndy,+d, ,)=n(d,,_, +d,) fiirn>3
Beispiel: 7, =3-(d; +d,)=3(d, +d;)=48

Dabei gilt:
11 =1- d]
12 =2- d3

l3=3'(d5+d1)
L=4-(d+d)
]5=5 '(d9+d3)

IL,=n- (dZn-l + dn-2)

Kleine Tabelle der Polyederzahlen:

Ta O H, In D,

1 1 1 1 1

4 6 8 12 20
10 19 27 48 84
20 44 64 124 220
35 85 125 285 455
56 146 216 456 816
84 231 343 742 1330
120 344 512 1128 2024
165 489 729 1629 2925
220 670 1000 2260 4060
286 891 1331 3036 5456

- O W o0 N0 A WN =3
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