Rekursive Erzeugung der pythagordischen Quadrupel und Quintupel’

Einleitung

d
Fiir pythagordische Tripel |blez® mit a? + b2 =2 ist bekannt, dass man aus dem Grundtripel
C

0 1 2 2
1| durch Multiplikation mit der Matrix A=|2 1 2| alle primitiven pythagordischen Tripel
1 2 2 3

erzeugen kann.’

Hier soll nun gezeigt werden, dass es auch fiir pythagoraische Quadrupel ausZ* und Quintupel
aus Z° Matrizen mit dhnlichen Eigenschaften gibt.

Die Matrix D fand ich in nachgelassenen Papieren von Georg Glockler?, sie erzeugt alle primitiven
pythagordischen Quadrupel, geht von 3 Urquadrupeln aus, benétigt keine Vertauschungsmatrizen
und gestattet sehr einfach die Riickfiihrung zu Quadrupeln mit kleinerer Basis.

Diese Matrix D wird in dem Dokument Dokument ,,Rekursive Erzeugung der Pythagordischen
Quadrupel nach Georg Glockler” ausfiihrlich beschrieben. Die dort beschriebene analytische
Herleitung der Matrix D, basierend auf dem Beweis, den P. Baum* fiir die Matrix A gefiihrt hat,
habe ich auch hier unten in Kap.12 angefiigt.

Die Ubertragung dieses Verfahrens auf eine Dimension hoher liefert eine Matrix H, deren
Spaltenvektoren zwar orthogonal stehen, aber nicht normiert sind, wie es die Spalten der Matrix G
sind. Doch gibt es ein Verfahren von G. Kowol®, mit dem man die Matrix G leicht herausfinden
kann, das in Kap. 13 beschrieben wird.

Die Matrizen B und G wurden von mir durch Ausprobieren gefunden. B erzeugt aus einem
Urquadrupel alle pythagordischen Quadrupel, aber nicht nur primitive, sondern auch solche mit
ggT=2, wahrend G direkt alle primitiven Quintupel erzeugt.
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1. Definition

Der Vektor v=|"|ez" heille pythagordisches Quadrupel, wenn a2 + b2 + ¢2 = d2 gilt. Es heife

n o o

d

primitv, wenn ggT(a,b,c,d) = 1 gilt. Die vierte Koordinate d wird als Basis des Quadrupels
bezeichnet. Entsprechend seien die Bezeichnungen fiir die pythagordischen Quintupel gewahlt.

2. Bemerkungen

[«5)

a) Zu jedem Quadrupel ez* gibt es gleichartige Quadrupel, die durch Permutation der Zahlen

n o

d
a,b,c entstehen. Zu jedem von diesen gibt es noch diejenigen Quadrupel, die sich nur durch
Vorzeichen vom urspriinglichen unterscheiden. Im allgemeinen Fall verbirgt sich hinter einem

Quadrupel aus IN* eine Untergruppe von 3! - 23 Varianten“ in Z* , von denen viele
tatsdchlich benétigt werden, um alle primitiven Quadrupel zu erzeugen.

Fiir die Quintupel gilt Entsprechendes.

b) Die ,,uneigentlichen” Quadrupel und Quintupel, die mindestens eine 0 enthalten, sind hier auch
als pythagordisch aufgenommen.

3.Satz 1
1 1 3 3 1
Mit Hilfe der Matrizen B:=| I 2 1 2 , =B,
-11 11 2
1 2 3 4
-1 0 0 O 1 0 00 1 0 0 O 1 0 0 O
=[O 100 g [0 -1 00 . 01 00 5 010 0]
0 010 0 0 10 00 —-10 001 O
0 0 0 1 0 0 01 00 0 1 00 0 -1
01 0O 1 000 00 10
1 0 00 0010 0100 :
F,:= Fp:= und F:= lassen sich aus dem
210 0o 1 o) 2710100 B711.0 00
0 0 01 0 001 00 01
0
pythagordischen ,,Urquadrupel” := (1) alle primitiven pythagordischen Quadrupel erzeugen.
1

4. Bemerkungen zu Satz 1

a) Die Matrix w %B wird benétigt, da die Matrix B wegen detB = 4 auch Quadrupel erzeugt, die

mit dem Faktor 2 kiirzbar sind.
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b) Die Vorzeichentausch- und Vertauschungsmatrizen sind alle aufgefiihrt und benannt, damit spéater
auf sie zuriickgegriffen werden kann. Es handelt sich hier offensichtlich nicht um ein minimales
Erzeugenden-System, denn wegen F,EF;, = E; kdnnte man z.B. auf E, verzichten. Wegen

F1,F»3F »= F;3 konnte auch F;3 entfallen. Durch das Weglassen von E, koénnte man sich auf

Quadrupel mit positiver vierter Komponente beschréanken, muss dann allerdings fiir jedes

a
Quadrupel |2 |ez* beweisen, dass aus d>0 immer d'=3+2b+3T+4d>0 folgt.®
C
d
—d d
c) Wenn zwei Matrizen durch Vorzeichentausch auseinander hervorgehen, wie z.B. b El;)E3 b
—C C
d d

dann schreibe ich der Kiirze halber statt Angabe der Matrizen glegentlich nur ,,~*.

1 1 -1 -1
1 2 1 =2
3 1 1 -3
-3 -2 -1 4

d) Fiir die Matrix C:= rechnet man leicht nach, dass BC = 2-1d und somit

%C die zu B inverse Matrix ist bzw. dass C die Matrix %B invertiert

5. Beispiele fiir das Wirken der Matrizen aus Satz 1

a) Verfolgt man, wie B auf das Urquadrupel wirkt, so sieht man folgenden Zusammenhang;:

0

Ez -1 O,SB

slof =
1

0
E,| 0
>|-1

1

_B) , d.h. aus dem Urquadrupel gehen also — durch geeigneten

_ -0 O
_ o = O
-0 O -

Vorzeichentausch — seine beiden Permutationen hervor, sodass diese im Erzeugnis der angegebenen
Matrizen liegen.

b) Aus diesen Quadrupeln mit Basis 1 (also d=1) lassen sich nun alle Permutationen der Quadrupel

0 2 -1 2| (-2 1
mit Basis 3 gewinnen: Es gilt namlich | 1{%5B(2| und | O [03B[1]_| 10,5812}

0| » |1 0| > |2/ 7|-2] » |2

1 3 1 3 |3 3

6 Dies gilt fiir positive Koordinaten offensichtlich. Es gentigt, diese Ungleichung fiir negative Koordinaten
Tbis€ zu beweisen. Fiir a:=[3|,b:=[blundc:=[¢| ist dann zu zeigen, dass —a—2b—3c+4d>0 gilt.
Dies wird im Beweis von Satz 1 als Ungleichung (5a) bewiesen.
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c) Bei den Quadrupeln mit Basis 5, also und seinen Permutationen, ist es so, dass einige nur
5

iiber ,,Umwege“ mit groferer Basis zu erreichen sind.

1\ [4\ [-4 4 2 3 o\ (6| (-6 3\ (-3} (o
Es oilt: |O1B[3|<[3|0.5B[0| und | 1 |05B[4| aber |0|B[3|-|-3]05B[0|_[ 0 |B|3| und
& ol>lo| [ o] = |3 —2| > o 1]22] 7| =2 = [4]7|-4|~|4
1/ \s] |s 5 3 5 1 \7/ |7 5/ |5/ \s
—2 6\ [—6| [4| (-4 0
~1lo5B(2|_|-2|B|1]|_| 1 |05B|4 W
o | > |3]7|-3|>|8]| |-8| @ |3
3 71 V7] l9) |9 5

Da ich nicht weil§, ob immer alle Permutationen erreicht werden konnen, habe ich die
Vertauschungsmatrizen F1, und F5,3 als Erzeugende mit dazu genommen. Denn mit F;5 und Fy3

0,5B

S und

= NN

0
erhdlt man aus é _B) unter Einbeziehung von E; bis E, sofort, dass alle
1

-0 O -
U o W h

3

Varianten der pythagordischen Quadrupel mit d=3 und d= 5 erreicht werden.

6
Ahnlich folgt aus Gleichung (1), dass das Quadrupel ;’ samt seiner Varianten im Erzeugnis der
7
angegebenen Matrizen liegt.
-8 4
In Verbindung mit (1) sieht man aus der Beziehung _14 0’_5)]3 ‘71 , dass auch das zweite Quadrupel
9 9

mit d=9 erreicht wird.

6. Beweis von Satz 1

d
Schritt a: Wir betrachten ein beliebiges pyth. Quadrupel v= 'z mitaz+b2+c2=d?. (2)
d

o

Sei v'= ]CJ sein Bild unter B. Dann gilt:
4

a’=a + b+3c+3d,

b"=a+2b+ c+2d,
c=-a+b+ c+d,

d" =a+2b+ 3c+4d.



Also gilt auch

a?2=a?2+b2+9c2+9d2+ 2 (ab + 3ac + 3ad + 3bc + 3bd + 9cd)
b?2=a2+b2+c2+d*+ 2(2ab + ac + 2ad + 2bc + 4bd + 2cd)
c?2=a?2+4b2+c2+4d*+ 2(-ab —ac — ad + bc + bd + cd),

zusammen also

a2+b2+c? =3a2+6b2+ 11c2 + 4d? + 2( 2ab + 3ac + 4ad + 6bc + 8bd + 12cd).
Andererseits ist

d. = a2+ 4b?+ 9c? + 14d? + 2( 2ab + 3ac + 4ad + 6bc + 8bd + 12cd).

Da der Unterschied 2a? + 2b? + 2c2 — 2d? nach (2) gerade Null betrdgt, ist auch v” ein
pythagordisches Quadrupel.

Schritt b: Gezeigt wird fiir ein primitives v, dass v entweder auch primitiv ist oder sein ggT(v") = 2
betragt.

Sei vez' primitiv, seien also seine Komponenten teilerfremd, und sei v'= Bv.
Sodann sei t := ggT(v"), d.h. es existiert ein  wez* mit v'= tw.

Da C eine homogene Abbildung ist, folgt hieraus Cv" = C(tw) = t-Cw.
Daneben ist nach 4d): CBv = 2v.

Zusammen ergibt sich 2v=t-Cwbzw.v= % t-Cw mit CweZ* 3)

1. Fall: cw ist durch 2 kiirzbar.

Dann gibt es ein  zez*' mit Cw =2z

und es ist V:%t'CW:%t'ZZ:tZ.

Da v primitiv ist, muss t = 1 sein, d.h. v” ist auch primitiv.

2. Fall: Cw ist nicht durch 2 kiirzbar.

Dann muss %t aus (3) den Wert 1 haben, also ist t=2,

d.h. v” ist nach dem Kiirzen mit 2 primitiv.



Schritt c: Es wird gezeigt, dass alle primitiven Quadrupel erreicht werden.

a| [l
Fiir ein beliebiges primitives pyth. Quadrupel v=|2|ez* mit [d|>1 sei v= E = 13! eIN*.
C
d

AN ol

Die Beweisidee besteht nun darin, mittels der Matrix C von v aus zu einem Quadrupel mit kleinerer
Basis als d zu kommen. Wiederholt man dieses Verfahren — mit geeignetem Vorzeichentausch -, so
kommt man in endlich vielen Schritten zur Basis 1, also zu einem Grundquadrupel. Der Riickweg
von dort aus fithrt mit Matrix dann wieder zu V.

a’ a
Sei also 'z :=C ]CJ , it posiven a, b und c a’+b’+c’=d” 4)
d’ d
Dann gilt d=-3a-2b-c+4d.
Zu zeigen ist dann sowohl 0 < d’, gleichbedeutend mit 3a + 2b + c <4d (5a)
als auch d” <d, gleichbedeutend mit 3d <3a+ 2b +c. (5b)

Zuerst soll (5a) bewiesen werden.

Quadrieren von(5a) fiihrt mit der Abkiirzung  H := 2(6ab + 3ac + 2bc)
auf die dquivalente Ungleichung 9a? + 4b? + ¢? +H < 16d2.

Setzt man (4) ein, heilt das, dass H < 7a2+ 12b% + 15¢2
zu beweisen ist.

Nun folgt aus 0 < (2a — 3b)?, dass 12ab < 4a? + 9b?,

aus 0<(a—3c)? folgt ebenso 6ac < a2 + 9¢?,
und aus 0 < (b —2c)? folgt entsprechend 4bc < bz + 4c?,
addiert folgt H<5a?2 +10b2 + 13c2

Hieraus folgt, dass die obige Ungleichung fiir H erfiillt und (5a) somit bewiesen ist.

Zur Ungleichung (5b):
Diese Ungleichung 3d < 3a + 2b + ¢ ist nicht immer erfiillt, wie man beim

3 3 -6
Vektor 2 sieht; bei ihm ist ndmlich 3-5 > 3-3+0+4 und es gilt 2 S _3 , sodass er auch nicht
5 5 7

zu einer kleineren Basis fiihrt.

Die Bedingung (5b) ldsst sich jedoch erfiillen, wenn a > b > ¢ vorausgesetzt wird; dies lasst sich mit
den Vertauschungsmatrizen F;, usw. einrichten.

Nun seien t und u so gewabhlt, dass b=tamit0<t<1und
c=uamitO<u<t.
Der Fall t=0 wére dabei gleichbedeutend mit b=c=0, was nicht berticksichtigt zu werden braucht.

Unter dieser Voraussetzung folgt aus (4) d? = a? + (ta)? + (ua)? = a2 (1 + 2 + u?),
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sodass a= d ; b= td ; c:uid

Vi+tt+u® Vi+tt+u® Vi+€+0
Die Bedingung (5b) wird dann zu 3d < 3d + 2ud + ud

Vi+tt+u® Vi+t+d® Vi+t+d’
und wegen d>0 fiir A(t,u):= LTUZ —3 zur Bedingung A(t,u) > 0.  (6)
Vi+t +u

Hieraus gewinnt man 31+ +u’<3+2t+u
und durch Quadrieren 9(1+t*+u’)<9+4 t*+u’+12t+6u+4 tu,
also dquivalent zu (6): 8u'—(6+4t)u+5t"—12t<0. (6b)

Betrachtet man nun die linke Seite von (6b) ,,scheibchenweise“ als quadratische Funktion von u mit
Parameter t: g (u):=8u’—(6+4t)u+5t°—12t,

so lasst sich in Abhdngigkeit von t das Intervall fiir u angeben, fiir welches diese Funktion positiv

ist:

Lést man die Gleichung g.(u)=0,

so ist die Diskriminante D =36(-42+ 12t + 1)

positiv fiir —0.08~ 3_; 10 i< 3”2“70 ~3,08,
also insbesondere fiir alle t mit 0<t<l,

und man erhdlt in Abhdngigkeit von t die Nullstellen

ul(t)=%-(3+2t—3@)

und uz(t):%-(3+2t+3\/ﬁ) mit u,<u,,
zwischen denen die Funktion g, negativ und — dquivalent dazu - die Funktion A(t,u) positiv ist.

Einen Uberblick bietet folgendes t-u-Diagramm, in dem u,(t)undu,(t) eingetragen sind. Die
beiden Kurven umschliefen ein elliptisches Gebiet, in dessen Innerem A(t,u) positiv ist. Dieses
Gebiet wiederum umschliel$t das Dreieck, in welchem O<u<t<lundt>0 gilt, sodass hiermit die
Ungleichung (5b) und der ganze Satz 1 bewiesen sind:



Parameter t

02 0 \vl.,” 02 04
A

-0:2

-0.4 , s

- —

26

28 3

Man kann auch erkennen, dass es im Einheitsquadrat ein kleines Gebiet G mit kleinem t und

grollem u gibt, in welchem A(t,u) negativ ist.

Dorthin gehort z.B. das Quadrupel mit a=12, b=1, c=12 und d=17, also mit t=1/12) und u=1.

Hier ist u>t und die Bedingung 3d <3a + 2b + c (5) verletzt.

7. Satz 2 (nach G. Gléckler)’

0111
Die von den Matrizen p:=[! 0 1 1}
1101
111 2
-1 00 0 1 0 00 10 0 O
0 100 0 -100 01 0 O
E := R E := , E.:= ’ E
"o o100 *Zlo 0 10 o 0 -1 0 ’
0 001 0 0 01 00 0 1
1
erzeugte Gruppe ldsst aus den pythagoréischen ,,Urquadrupeln® 8
1

pythagordischen ganzzahligen Quadrupel entstehen.

_ o = O

100 O

010 O

001 O

00 0 -1
0

und (1) alle primitiven
1

Bemerkung: Man konnte sich wieder auf Quadrupel mit positiver Basis beschranken und E,

streichen.?

7  Eine ausfiihrliche Beschreibung der Folgen, die G. Glockler mit Hilfe Matrix D erzeugt hat, findet sich im
Dokument ,,Rekursive Erzeugung der Pythagordischen Quadrupel nach Georg Glockler”, in welchem auch die

Kapitel 7 und 8 der vorliegenden Arbeit enthalten sind.

8 Denn aus d'= a+b+c+2d folgt, dass fiir negative a,b,c die Ungleichung 2 d>lal+|bl+|c| zu zeigen ist. Diese

Ungleichung wird im Schritt c) mitbewiesen.



Beweis von Satz 2:

Schritt a: Der Nachweis, dass mit v auch Dv pythagordisch ist, geht ebenso wie in 6. bei Schritt a.

0 1 1 -1
1 0 1 -1

Schritt b: Es gilt detD = 1 und die zu D inverse Matrix ist D ':= L 1 0 -1l

-1 -1 -1 2
Deshalb iibertrégt sich das Primitiv-Sein von v auch auf Dv.’
Schritt c:
Es wird gezeigt, dass alle primitiven Quadrupel erreicht werden.
a a| [l
Wir betrachten ein beliebiges Quadrupel v= g €z', dazu v= ]CJ = Igi €N; mit
d df\[d]
a’ a
a’+b’+c’=d* undessei v'= ]CD =D ]CJ , sodass d=-a-b-c+2d
d’ d
Zu zeigen ist wie bei Satz 1: 0<d'<d,
gleichbedeutend mit 0<-a-b-c+2d<d,
also -2d<-a-b-c<-d
bzw. d<a+b+c<2d
quadriert also d?<a?+ b2+ c2+H <4d? mit H := 2 (ab + ac + bc)
und 0<H<3(az+b2+c?
Nun gilt aber wie oben 0 <2ab <a?+b?

0<2ac<az+c
und 0 < 2bc <b2+ 2,
zusammen also 0< H <2(a%2+b?+?),

sodass die obige Ungleichung fiir H sicher erfiillt ist.

9  Sei ndmlich wie oben v:=Dv dargestellt als v’'=tw mit ganzzahligem wund t&€IN ,so gilt
v=D '(tw)=t-D"'(w) mit D" '(w)eZ*, sodass jeder Teiler von v" auch ein Teiler von v ist.
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Wiederholt man die Anwendung von D!, ggf. mit Vorzeichentausch, so kommt man in endlich

vielen Schritten herunter zur Basis 1, also zu einem der drei Urquadrupel und

>

_0 O M
= O = O
= -0 O

Umgekehrt werden demnach alle primitiven Quadrupel ¥ez* durch die Matrizengruppe aus
obigem Satz 2 erreicht, indem man von einem der Grundtupel aus — durch Anwendung von D und

~

geeigneten Vorzeichentausch — zu vund ¥ aufsteigt.

8. Beispiele fiir das Wirken der Matrizen aus Satz 2

-2
_é b , sodass die beiden

1
a) Es gilt: :; ]_3) und ebenso

3 3

Urquadrupel sozusagen jeweils fiir sich bleiben. Man muss, um alle Permutationen zu erhalten,
entweder Vertauschungsmatrizen mit dazunehmen oder - wie in Satz 2 durchgefiihrt — alle drei
Urquadrupel als Ausgang zulassen.

b) Einen groBeren Bereich zeigt folgendes Bild (diesmal in Koordinatenschreibweise):
(3,-4,0,5) (2,9,6,11)

(-3,4,0,5) (8,1,4,9)
(-1,-2,2,3) —=> (3,4,0,5)

(-1,2,2,3) —=> (7,4,4,9)

(1,0,0,1) —> (1,2,2,3) —> (7,6,6,11)
(1,-2,2,3) —=> (3,6,2,7)

(9,8,12,17)
(17,20,20,33)
(23,24,24,41)

(15,12,16,25)

VV VYV VOV VY VY

(-3,6,2,7) (15,6,10,19)
(3,-6,2,7) (3,12,4,13)
(3,6,-2,7) (11,8,16,21)
(-3,6,-2,7) (11,2,10,15)
(3,-6,-2,7) (-1,8,4,9)
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9. Satz 3
01011 -1 0 0 0 O 1 000 O
. 1 00 11 0 100 O 01 00 O
Die von den Matrizen G:=|o 0 1 2 2, E:=l0o 0 1 0 o| bis Es:={o 0 1 0 o0 |,
112 2 3 0 0 01O 0001 O
11 2 3 4 0 0 0 0 1 0 00 0 -1
0100O0 1 0 000 0
100 00 01 00O 0
und F.,:=[o0 0 1 0 0| bis Fy:={0 0 0o 1 o| erzeugte Gruppe ldsstaus |o|, dem
00010 0 0100 1
00001 0 0 001 1
pythagordischen ,,Urquintupel®, alle primitiven pythagordischen ganzzahligen Quintupel
entstehen. ™
10. Beispiele fiir das Wirken der Matrix G aus Satz 3
-2 -0 0 2
-2 0 0 2
a) Esgilt: |—4 (_;) 0 |~|0 E 4| sodass — dhnlich wie in Satz 2 - das Urquintupel fiir sich bleibt und
-5 -1 1 5
7 1 1 7

man erst mit Hilfe der Vertauschungsmatrizen die {ibrigen Urquintupel (0,0,1,0,1) etc. gewinnt.

b) Die folgende Ubersicht zeigt, wie die weiteren pythagordische Quintupel, bis zur Basis 9, entstehen:

(0,0,-1,0,1) —> (L,L,1,1,2)
(-1,-1,1,-1,2) ——>  (0,0,3,4,5)
(1,-1,1,-1,2) ——>  (0,2,3,6,7)
(1,-1,-1,1,2) ——>  (2,4,5,6,9)
(1,1,1,-1,2) (2,2,3,8,9)
(0,-1,0,0,1) —>  (0,1,2,2,3)
(1,-2,-2,03) —> (1,4,4,4,7)
(2,-2,0,-1,3) — = (0,4,4,7,9)
(1,0,0,0,1) —> (1,2,2,4,5)
(0,0,1,0,1) —> (1,1,3,5,6)

(0,0,0,1,1) > (2,2,4,5,7)

10 Auch hier kdnnt man sich auf positive Basen beschranken, wie sich unten aus dem Beweis von (8a) ergibt.
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11. Beweis von Satz 3

Schritt a: Der Nachweis, dass mit v auch Gv pythagordisch ist, geht ebenso wie in 6. bei Schritt a.

0 1 0 1 -1

1 0 0 1 -1
Schritt b: Es gilt detG = 1 und die zu G inverse Matrixist G'={ o 0o 1 2 -2/

1 1 2 2 -3

Deshalb iibertragt sich das Primitiv-Sein von v auch auf Gv.

a |§|
bl |[b]
Schritt c: Sei nun  ¥=|¢|€Z’ ein beliebiges pythagordisches Quintupel und v=|c |:=||¢||€EN;,
d|[dl
el |\l

LA N T

sodass a2+ b2+ c2+d?=e? (7)

d d
b b
Seialso v :=[¢"|:=G™'|c¢|, mit nicht-negativen a, b, c, d und e.
d’ d
e e

Dann gilt e’=-a-b-2c-3d + 4e.
Zu zeigen ist dann sowohl 0 < e’, gleichbedeutend mit a+b + 2c + 3d < 4e (8a)
als auch e” <e, gleichbedeutend mit 3e<a+b+2c+3d. (8b)

Zuerst soll (8a) bewiesen werden, mit derselben Methode wie bei Satz 1.

Mit der Abkiirzung H:=2(ab + 2ac + 3ad + 2bc + 3bd + 6cd)
ergibt Quadrieren von (8a) a2+ b?+4c2+9d? + H < 16e?,
also H < 15a? + 15b2 + 12¢? + 7d2
Nun gewinnt man wie oben 2ab <a?+ b?
4ac < 4a? + 2
6ad < 9a? +d?

4bc < 4b%?  +¢?

6bd < 9b2 + d2
und 12cd < 9¢c? + 442,
zusammen also H < 14a? + 14b2 + 11¢c2 + 6d2,

sodass die obige Ungleichung fiir H auf alle Falle erfiillt ist.
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Zur Ungleichung (8b):

1 1 14
23 23| 4| —8
Diese Bedingung ist nicht immer erfiillt, wie man beim Vektor |1 | mit |1 |G, [—17]|. sieht;
25 25 —26
34 34 35

bei ihm gilt 102 > 1 + 23 + 2 + 75, und die Basis wird unter G™! nicht kleiner.

Die Bedingung (8b) lasst sich jedoch erfiillen, wenn — dhnlich wie in Satz 1 - vorausgesetzt wird,
dass a<b<c<d.

Entsprechend zu oben seien t, u und v so gewdhlt, dass
c=tdmit0<t<1

und b=udmit0<u<t

und a=vdmit0<v<u

Der Fall t=0 wére dabei gleichbedeutend mit a=b=c=0, was nicht beriicksichtigt zu werden braucht.

Dann gilt nach (7) e2=(vd)2+ (ud)? + (td)2 + d>=d2 (v2+u2+t2+ 1)
und es folgt a= ve ;b= L;c: te—undd: I —
Vve+uz+t2+41’ Vv2euz+t2+1l’ Jv2Huz4t2+l Vvituz+tz+1
Die Bedingung (8b) wird dann zu
ve ue 2te e

3

e< + + +
VV2Hu2+t2+41  Vv2Hu2+t2+] VvZiuz+t2+1 yvzeu2+e2+]

und wegen e>0 zu 3Vv2+u?+t2+l<v+u+2t+3

und durch Quadrieren und Umsortieren zu
0<—5t°—8v —8u’+4tu+4tv+2uv+12t+6u+6v=:A(t,u,v) (9

Nun stellt A(t,u,v) = 0 im tuv-Raum ein Ellipsoid dar und es geniigt zu zeigen, dass die durch
0 <v<u<t<lundt>0 beschriebene Pyramide ganz in diesem Ellipsoid liegt (siehe Bild auf der
ndchsten Seite).

Dazu priife ich, ob die Ecken der Pyramide die Bedingung (9) erfiillen, denn dann liegt wegen der
Kovexitdt des Ellipsoids auch die ganz Pyramide im Ellipsoid und alle seine Punkte erfiillen die
Bedingung.

Nun hat E; die Koordinaten = t=1, u=0, v=0 und es gilt ~ A(1,0,0)=-5+12=7>0,

und E, die Koordinaten t=1,u=1,v=0Oundes gilt  A(1,1,0)=-5-8+4+12+6=7>0
und fiir E5 mit t=1, u=1, v=1 gilt A(1,1,1)= =13>0.

Weil der Ursprung als vierte Ecke gerade auf dem Ellipsoid liegt, ist die Bedingung (9) und damit
auch die Bedingung (8b) erfiillt, das neue Quintupel v" hat also eine kleinere positive Basis als das
Quintupel v, sodass der Beweis von Satz 3 vollstdandig ist.
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12. Analytische Herleitung der Matrix D

P. Baum (siehe Fullnote 4) hat ausgefiihrt, wie man von einem Punkt P auf dem Einheitskreis, der
einem pythagordischen Tripel v entspricht, zu einem nachsten solchen Punkt kommen kann:

Man spiegelt P z.B. am Ursprung, durch den so gewonnenen Punkt P* und den Punkt Q(1/1) legt
man eine Gerade und schneidet diese mit dem Einheitskreis. Dieser Schnittpunkt P* gehort nun zu
dem Tripel v'= Av mit der Matrix A von Seite 1.

Dieser Gedanke soll nun auf pythagordische Quadrupel angewendet werden und zur Matrix D
fiihren.

Ausgangspunkt ist das pythagordische Quadrupel v (a/b/c/d)€IN* und der dazugehorige Punkt

E/E/E)

P(ddd

, der auf der Einheitskugel liegt.

Durch Spiegelung am Ursprung geht P in P* (- %/ - %/ -5 iber.

7

a_q1=-1 (a+d) hat fir Q(1/1/1) die Gerade QP* dann die Gleichung

Wegen — 1 q



15

1 a+d
QP*: X=|1|+t|b+d|, wobeider Punkt P* zum Parameter t:—é gehort
1 c+d

Schneiden mit der Einheitskugel fiihrt auf die Gleichung
(1+t(atd))2+ (1 +t(b+d))?+ (1 +t(ctd))=1

d.h. t2 ((a+d)? + (b+d)? + (c+d)?) + 2t(a+d +b+d+c+d) +3=1
t2 (a2 + b2+ %2+ 3d? + 2(ad + bd + cd)) + 2t (atb+c + 3d) +2=0
Mit s:= a+b+c und wegen a? + b2 + ¢? = d? lasst sich das umschreiben zu:

t2(4d2+2ds)+2t(s+3d)+2 =0, dh.
2d (2d+s) 2+ 2(s+3d) t + 2 =0, also

d@d+s) 2+ (s+3d)t+1=0
Fiir die Determinante D dieser quadratischen Gleichung gilt
D = (s+3d)? — 4d(2d+s) = s2 + 6ds + 9d? — 8d? - 4ds = s2 +2ds + d? = (s+d)?,
und die Losungen ergeben sich zu

_—(s+3d)—(s+d) _ —4d—2s _—2(2d+s)_ 1
= 2d(2d+s)  2d(2d+s) 2d(2d+s) _d’
Punkt P*,

dieser Wert fithrt zum bekannten

—(s+3d)+s+d _ —2d -1

. d“ t — .
un 2T T d(2des)  2d(2d+s) 2d+s

Setzt man t, in die Geradengleichung ein, erhdlt man wegen s = a+b+c

R _q [atd 1 [2d+s—a—d b+c+d
P = +2d+s E+d :m 2d+s—b—d a+c+d|.

_ =

+d 2drs—c—d] 29%S|asb+d

Zu diesem Punkt P” gehért nun das pythagordische Quadrupel
v'( b+c+d/a+c+d / a+tb+d / atb+c+2d)
und das entspricht genau der Matrix D.

Dieses Verfahren ldsst sich in ganz entsprechender Weise auch fiir pythagordische Quintupel
durchfiihren, indem man im vierdimensionalen Vektorraum rechnet.
Es ergibt sich aber nicht die Matrix G, sondern die Matrix

-1 2 2 2 2
2 -1 2 2 2
Hi=l2 2 -1 2 2|,
2 2 2 -1 2
2 2 2 25

fiir welche det(H) = - 3° gilt.

Die mit H erzeugten pythagordischen Quintupel sind also nicht alle primitiv, und die Matrix
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-1 2 2 2 -2
]2 -1 2 2 -2
H=2 2 -1 2 -2
2 2 2 -1 -2
-2 -2 -2 -2 5

ergibt mit H multipliziert die 9-fache Einheitsmatrix.

Im Sinne von Kap.13 haben die Spalten von H alle die Norm 9 bzw - 9.

Nebenbei sei bemerkt, dass - wie die Matrizen A und D - auch H die Eigenschaft hat, bei Iteration
einem festen Punkt auf der ,,Sphare“ zuzzustreben, im Falle von H ist es der Punkt

1 111 1 1 1
=,=,=,=) ,imFalle von D der Punkt (—=,—=,—=) ! undim Falle von A der
2277 SCRNERREY
1 1
Punkt (—=,—
SN

13. Herleitung der Matrix G

Nach einem Hinweis von G. Kowol' kann man pythagoriische Quintupel mit
a2+b2+C2+d2:ez
umschreiben zu
a’+b*+c’+d’—e’=0
und die linke Seite der Gleichung als Norm des Vektors (a,b,c,d,e) interpretieren.
Das entsprechende innere Produkt hat dann die Gestalt

{(a,b,c,d,e)(v,w,x,y,z))=av+bw+cx+dy —ez.

Fiir ,,orthonormale®“ Matrizen, die also beziiglich dieser Norm winkel- und ldngenerhaltend sind,
beno6tigt man solche Spalten- bzw. Zeilenvektoren, die die ,,Ldnge“ 1 bzw. -1 besitzen und auf
einander ,,senkrecht® stehen.

Die Vektoren v;:=(0,1,0,1,1) , v5:=(1,0,0,1,1) , v5:= (0,0,1,2,2) erfiillen diese Bedingungen, wie

man leicht nachrechnet.

Der allgemeine Ansatz v = (a,b,c,d,e) liefert die Gleichungen
(M (v,v)=0, also b+d—e=0

() (v,v)=0,also a+d—e=0

() (v,v)=0, also c+2d—2e=0 und

(IV) (vv)=+1,also a+b+c’+d°—e’==+1.

Setzt man aus (I) e=b+d in (II) und (III) ein, so erhdlt man v = (b, b, 2b, e-b, e) .

11 Vgl. ,Rekursive Erzeuguung der Pythagordischen Quadrupel nach Georg Gléckler” S.19.
12 Siehe Fulinote 5.
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Probiert man b=1, so ergibt (IV) die Losungen e, =3 und e,=4 und somit die beiden

zueinander orthoganalen Vektoren v,:= (1,1,2,2,3) mit Lange 1 und vs:= (1,1,2,3,4) mit Lange -1.

Alle Vektoren zusammen bilden nun die Matrix G.

Auch die Matrizen A (siehe Seite 1) und D (siehe Seite 8)) lassen sich auf entsprechende Weise
herleiten.



