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VORWORT

Rekursives Rechnen ist ein solches, bei dem man durch Zuriickgreifen auf erste Rechenschritte die dabei
auftretenden GesetzmaBigkeiten erkennen muB, so daB daraus die nichsten Rechenschritte folgerichtig
vollzogen werden kénnen. Die bekannte Folge 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... 148t eine GesetzmaBigkeit erkennen,
die sich in der Rekursionsformel x, = x,, + X,, ecrfassen lifit. Solches Rechnen vollzieht sich im
Prinzip in gleichartig sich wiederholenden Schritten und ist daher geeignet, "unendliche Prozesse”
sachgerecht zu beschreiben. Die folgenden Beitrdge widmen sich elementaren mathematischen
Fragestellungen wie z.B. der Berech-nung der Kreiszah! =, die auch zum Teil inhaltlich geeignet sind in
dieser Form an der Oberstufe einer Schule behandelt zu werden. In den einzelnen Beitrigen soll gezeigt
werden, wie die rekursive Denkweise fiir diese Fragestellungen in der Natur der Sache gegriindet ist. In
einer Zeit, in welcher der Gebrauch des Taschenrechners im Unterricht immer selbstverstindlicher wird,
ist es wichtig, dasjenige stirker ins Bewuftsein zu heben, was sich sonst im Computer unbewult
abspiclt: Ein technisch realisierter iferativer Prozef3. Aus dem Dargestellten ergibt sich ganz von selbst,
wo und wann der Einsatz des Taschenrechners wirklich sinnvoll wird. Die einzelnen Beitrage konnen als
Teil eines umfassenderen Ganzen — dem Rhythmologischen Rechnen — aufgefalt werden.

Im weiteren finden sich erginzende Aspekte inbezug auf Arithmetik, Musik, Astronomie, Geschichte,
und Spektroskopie. Das Kapitel "Rekursive Rechengrundlagen der Berechnung von Logarithmen" und
die im Teil Ila dargestellten Zusammenhénge iberschreiten zum Teil schon die Grenze der elementaren
Mathematik. Mége diese provisorische Schrift einige Anregungen fiir den Mathematikuntericht geben.
Fiir weiterfihrende Ergdnzungen bin ich dankbar.

Die beiden Aufsitze von L. Locher-Ernst — vor mehr als 30 Jahren geschrieben und in den "Elementen
der Mathematik"! veroffentlicht ~ sind heute so aktuell wie damals. L. Locher-Emst macht in diesen
Aufsitzen auf gewisse Unzulinglichkeiten im Mathematikunterricht aufmerksam und gibt Hinweise auf
einige verstirkt zu behandelnde Unterrichts-Gebiete. Ich habe mich deshalb entschlossen, diese Aufsitze
im Anhang dieser Betrachtungen wieder abzudrucken.

Zum SchluB gebithrt Wolfgang Held der Dank fiir die Drucklegung mit den zum Teil recht
komplizierten Figuren.

Georg Glockler Dornach, im Mirz 1994

1 "Elemente der Mathematik"Jahrgang 1961 Band XVI, Nr. 5,6, Jahrgang 1962 Band XVII, Nr. 1,2



TEIL I

1. DIE BERECHNUNG DER KRFEISZAHL IT1 NACH ARCHIMEDES

Im Folgenden soll die Kreiszahl 7 nach der Ausschopfinethode des Archimedes berechnet wer-den, und

zwar rekursiv aus den Umfiingen eines dem Kreis mit Radius » = 1 einbeschriebenen und umbe-
schriebenen regelméBigen n-Ecks. Diese Umfinge u, bzw. U, seien zunichst gegeben. Aufgrund

elementargeometrischer Beziehungen lassen sich dann die entsprechenden Umfénge u,, bzw. U,, fiir die

dem Kreis einbeschriebenen bzw. umbeschriebenen regelmafigen 2n-Ecke ermitteln.

Wir betrachten zunichst die folgende Grundfigur:

Voraussetzung: AB = s, sei die Seite eines dem
Kreis einbeschriebenen regelmé-
Bigen n-Ecks

Weiter ist dann:  PT =S, die Seite des dem Kreis um-
beschriebenen regelmiBigen n-Ecks.
AR =s,, die Seite des dem Kreis ein-
beschriebenen regelmaBigen 2n-Ecks.
QS =§,, die Seite des dem Kreis um-

beschriebenen regelmaBigen 2n-Ecks.
S Dabei gilt: AQRM = AQAM
Figur I und auch: AQ = RQ sowie MR =MA

Nun gilt weiter: AAPQ ~ AAFM ~ APRM
MF MR MA AF

folgt: = = -

Daraus folgt i o7
. . A ME  AF

Weiter gilt: P_g = -}—’—R‘

Wir erhalten so die erste geometrische Fundamentalbezichung:

g (1)

PO~ PR

Zur besseren Ubersicht stellen wir die wichtigsten Bezeichnungen nochmals zusammen:

AB=s, AF=3s,
PT:S” PR:%Sn PQ:PR—QR=%Sn—%S2n
AR:SZn UR=%S2', AQ: OR =—;-S2n

Qs=S2n QR='%'S2

n



18, 15
Aus (1) folgt dann: = T
%Sn -—;’SZn %Sn
' 5,-S
. - n n *
und daraus: ‘ S 5 45, *)

Nun gilt fiir die entsprechenden Umfinge der Vielecke:

u,= n-s, U,= n-S§,
Uy =215y, U,p=2n-8,, @
u, U,
und damit aus (*): 5, =Tm_n 1
' 2n = In - u, gi
n o n
der 2u,-U,
oder: =0 10,
d hrieb S i+—1— I
anders geschricben v, =2\t
Nun ist weiter: AQRU ~ AARF

Daraus ergibt sich die zweite geometrische Fundamentalbezichung:

OR AR
w2

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen folgt daraus zunichst:

.S2n
2 _ sZn . 2 _ sn . ‘S‘Zn
—{2—’1— - i;_ Odel' SZn __._._...—-——2
2 2
Mi ibt sich d . 1 | _1_ 1 H
it (a) ergibt sich daraus: T

Wir erhalten also das schone Resultat: Einerseits ergibt sich der Umfang des dem Kreis umbe-
schriebenen regelmiBigen 2n-Ecks als harmonisches Mittel aus den beiden Umféngen des dem Kreis
einbeschriebenen und umbeschriebenen regelmiBigen n-Ecks. Andererseits ist der Umfang des dem



Kreis einbeschriebenen regelméBigen 2n-Ecks das geometrische Mittel aus den Umféngen des dem
Kreis einbeschriebenen regelméfiigen n-Ecks und dem Kreis umbeschriebenen regelméafigen 2n-Ecks.

Archimedes (290 - 212 v. Chr.) hat den Umfang eines Kreises dadurch bestimmt, daB er diesen
Umfang durch regelmiBige ein- und umbeschriebene Vielecke angendhert hat. Verfolgt man diesen Weg
und geht man von einem regelmiBigen ein- bzw. umbeschricbenen Vieleck aus, berechnet deren
Umfinge u, bzw. U, und bestimmt dann die Umfinge u,, bzw. U,, der zugehérigen (ein und
umbeschriebenen) 2n-Ecke, so lassen sich diese Umfinge rekursiv durch die folgenden Formeln
berechnen:

1
v,

NI’—ﬂ

)1 o O

Bemerkenswert dabei ist das Aufireten des arithmetischen bzw. geometrischen Mittels aus den
Kehrwerten entsprechender Umfiinge. Allerdings tritt dabei in IT der Kehrwert von U,,, auf.



. 2. DIE BERECHNUNG DER KREISZAHL 1T NACH CUSANUS

Ganz anders geht Nikolaus Cusanus (1401-1464) vor. Er geht von einem dem Kreis einbeschriebenen

-regelméaBigen n-Eck aus und berechnet dann den Umfang des einem neuen Kreis einbeschricbenen
.regelmaBigen 2n-Ecks gleichen Umfangs. Dieses Prinzip wird weiter fortgesetzt, sodal sich die regel-

méBigen Vielecke schlieflich einem Kreis anndhern, dessen Umfang U von vorne-herein bekannt ist. Die
Aufgabe bei diesem Verfahren besteht nun darin, den Radius R des beschriebenen Kreises zu berechnen.

P ] T Es seien dabei die folgenden Beziehungen gewahlt
(Figur II):
\ AB, =5 Seite des einbeschricbenen

regelméBigen n-Ecks

MB, =n Radius des Umkreises des
regelmiBigen n-Ecks

MF, =p, Radius des Inkreises des regel-
méBigen n-Ecks

Es sel 2)’22 =4MzB1
2[.)21 =M2F]

Weiter seien A; bzw. B, die Mitte von 4.M; bzw.
BiM;. Daraus folgt dann:

A,B, =5, M,B, =r,:M,F, = p,

Damit ist zunichst gesichert:

Figur 11 R n-s=2n"§~=Un=U2"=U

Man erkennt an der Figur unmittelbar die
folgenden Bezichungen:
M,k = MM, + M, F,
und (MzB1 )2 =M,R-M,F,  (Kathetensatz)
also 2p,=n+p

Cund  (2n,)*=2r-2p, .

Daraus ergeben sich zunichst die Rekursionsformeln:

n+p e
P> =_1"5—L rn=yn-p; -
Da diese Uberlegungen unmittelbar als der Ubergang von # zu 2n betrachtet werden kénnen,
r,+
gilt aligemein: P2 = L—-Z—& HI

r2n =Vrn'p_2: IV




Vergleicht man die Formeln mit den Formeln I und II, so erkennt man den prinizipiell gleichen Aufbau
der beiden Formelpaare.

Bildet man nun die Folgen pi, 92, ps, Ps, ... bZW. 1y, Fa, Fa, 75, ... 5O ist zu vermuten, daBl sie ein und
demselben Grenzwert zustreben, der dem gesuchten Radius R entspricht. DaB dies tatsdchlich so ist, wollen
wir nun auch rechnerisch zeigen. Dabei sei vorausgesetzt, daB eine reelle Zahl durch eine
Intervallschachtelung erfaBt werden kann. (Cantor-Dedekindsches Axiom).

Wir wollen im Folgenden zeigen, daB durch die Folgen der Gleichungen III und IV tatsichlich eine
Intervallschachtelung bestimmt ist. Dazu ist dreierlei zu zeigen:

1. Es ist stets 7, > p, fur alle n.
2. P. ist eine monoton steigende, #,, eine monoton fallende Folge.
3. Fn- pn strebt mit zunechmendem Index n gegen 0.

Um die Giltigkeit der ersten beiden Bedingungen zeigen zu konnen, betrachten wir Figurlll:
‘ D

Figur III

Aus Figur II ist zun4chst anschaulich klar: r, > p,. Weiter sei (in Figur III stark ubertricben) AB=p, und
AC=r,. Der Endpunkt der Strecke p, = AP Jiegt deshalb in der Mitte H zwischen B und C. Weiter
gilt: (4D)* = AC - AH (Kathetensatz) oder AD = \r, - p, . Der Endpunkt Z der Strecke r; liegt damit

zwischen H und C. Also gilt zunichst r, < r; und p, > p1, wobei p, < r, ist. Entsprechendes giit fiir 74
und p, etc..

Allgemein kénnen wir also schreiben:
Pr<pPr<pPs<pPg<........ <Pg<Fs<F<F

Damit ist die Giltigkeit der ersten beiden Bedingungen gezeigt. Die Giiltigkeit der 3. Bedingung ergibt
sich nun aus dem folgenden rekursiven Rechenweg unter Benutzung der Formeln I und TV:



. _(n+p)
p: =_.1.__‘.i_.‘__
2o, =y O
rp=h-py=h 2
2 2 _ .r1+Px__("1+Pl)2
R =P2=h 3 4
_h+pe , _htph
2 ! 2
="12" p’
4
2 _ .2 2 2
entsprechend gilt: r—pi=22 4p2 =1 42p,
Daraus folgt dann
die ganz allgemeine , n-pl '
Bezichung; e TPy ET firv=1,2,3,4,.;
2 _ 2
Oder: rj-p\%:i;—ZB}— ﬁirv=1, 2,- 49 8;

Weiter folgt daraus

lim (r2 ~p2) =lim (r,+p,) (r,~p,) =0

und deshalb

limr, =limp, =R

Vepoo Voo
womit die Giiltigkeit der 3. Bedingung nachgewiesen ist.
Beschreibt man nun um den Mittelpunkt des regelmiBigen Vieleckes, das die Radien p,, und r,, besitzt,
Kreise mit diesen Radien, dann gilt:
20, r<U<x2r, ¢
wobei U der bei dem ProzeB konstant bleibende Umfang der verschiedenen Vielecke ist. Im Grenzfall
geht dieser iiber in den Umfang des Kreises, dessen Radius R wir suchten. Es gilt fiir diesen Radius:
2Re = U = 2R=n
Zusammenfassend ergibt sich also durch die Formeln III und IV, daf sich der Radius R des-jenigen

Kreises, dessen Umfang U gleich dem Umfang eines gegebenen regelmiBigen Vielecks ist, beliebig
genau bestimmen 146t

Beispiel:

Als Ausgangspunkt kann irgendein regelmifiges Vieleck gewihlt werden, z.B. ein regelmiBiges
Sechseck (vgl. Figur IV und nachfolgende Tabelle).
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U U 6

2p, 2r, 2-09549°

v

n=1 damistU=6
p =13 =08660..
2+J§

p, = =0,9330..> p, (nach Formel IIT)

r=% \/ +4/3 =0,9659... <r, (nachFormel IV)

Nimmt man also das regelmaBige 6-Eck als Ausgangsvieleck, so
ist U=6 und r,, und p,, streben gegen den Radius R als Grenz-
wert. Dieser Grenzwert R 1aBt sich (falls der Wert fir = als
bekannt vorausgesetzt wird) zur Kontrolle berechnen:

R=+4 = =09549296...

Aus der folgenden Tabelle 148t sich sehr schon der
Approximations-Grad von r ablesen: Fir n = 2°- 6 =384 (und
v = 64) stimmen r,, und p,, bis auf vier Dezimalstellen iiberein,
so daB sich 7 auf dieser Approximations-Stufe wie folgt
berechnen laft:

Wie die unterste Zeile der nachfolgenden Tabelle zeigt, ist dieser Wert von 7 auf 3 Dezimalen genau.

Zusammenfassend seien jetzt die beiden verschiedenen Approximationen von 7 mit dem zahlenmafigen
Verlauf der Anniherung vergleichsweise dargestelit:

Approximation nach Cusanus: (Ausgangsvieleck ist ein regelmiBiges Sechseck)

r,+
, = L zp" Fon =NTw " Pan U = const. =6
Py =%‘/§ n=
;‘,—(1+ V3)=1(2+43) r= 1 H(2+43) =342+43
U U
n p, = R r, >R LA o
(v=12,4,8...) zpv 21“.
6 143 1 £ =346410 3
6
12 H2+43) 2443 55 =321539 e==310583
24 0,94947 0,95766 3,15966 3,13264
48 0,95357 0,95561 3,14607 3,13936
96 0,95459 0,95510 3,14271 3,14103
192 0,95484 0,95497 3,14189 3,14146
384 0,95491 0,95494 3,14166 3,14156
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Approximation nach Archimedes: {Ausgangsvieleck ist ein regelméBiges Dreick)

1 _1(1 1 1 1 1 o
e | e— ——— ——— — r = L=
U2n 2’ un ‘Un uZn un U?.n cons
U, =643 u, =33
a1 )_ 1 1_ /1 1 1
U, 23J3 6/3) 43 u, V33 443 6

n s, =0 S,—0 u, 2" U,—-2rx

3 \/’5 2‘\/5 3\/—3_ 6v3
6 1 13 6 43

12 J2-3 4-23 2-3,10582 2321539

24 0,26105 0,26330 2-3,13263 2+ 3,15966

48 0,13081 0,13109 2-3,13935 2 - 3,14609

96 0,06544 0,06547 2.3,14103 2-3,14271

192 0,032723 0,032728 2.3,14145 2-3,14187

384 0,016362 0,016363 2-3,14156 2-3,14166
1. Bemerkung:

Die Rekursionsformeln I und IV sind zunichst der Berechnung der Kreiszahl 7 auf die beschriebene
Art angepaBt, wobei immer 7, < p, vorausgesetzt wurde. Lost man sich von dieser Bindung und geht von
anderen Ausgangszahlen (z.B. =2 und p,=8; r; < p,) aus, dann ergeben sich neue Fragen. Fir v, < p,
stellt sich die Konvergenzfrage des Verfahrens aufs Neue.

Im Falle der Konvergenz des Verfahrens bleibt auflerdem offen, ob es fir die Grenz-werte iiberhaupt
eine konkrete geometrische oder arithmetische Deutung gibt. Vorab kann gesagt werden, dafl dies
moglich ist. Es zeigt sich, dafl mit den Rekursionsformeln T und IV z.B. trigonometrische Funktionen -
und sogar Logarithmen berechnet werden kénnen. In unserem Falle liegt also nur ein kleiner, spezieller
Anwendungsbereich der Formeln III und IV vor.

2. Bemerkung:

Im Falle der archimedischen Rechnung bleibt der gesuchte Umfang des Kreises immer kon-stant. Er
wird durch Streckenziige immer besser angendhert (Rektifizierung). "Krummes"” mif3t sich am "Gera-
den”. Im Falle der Berechnung nach N. Cusanus bleibt der Umfang der aufeinanderfolgenden Vielecke
immer konstant. Dieser gleichbleibende Umfang wird schlieB-lich zum Umfang eines Kreises, dessen

Radius wir suchten. Hier mibt sich "Gerades” am "Krummen'".
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3. DIE DREI KLASSISCHEN MITTELBILDUNGEN

Gegeben seien zwei gleichartige Gréfien x, und x; (x; > xo). Dann gibt es drei Moglichkeiten mittels der
elementaren Rechenoperationen eine dritte GréBe m dazwischen zu schalten.

1. Arithmetisches Mittel:
m, ist arithmetisches Mittel, wenn die Unterschiede m, — x, und x; — m, gleich sind.

Also: m,—-xy=x,-m

a

X, +X
m =15
2
2. Geometrisches Mittel:
mg ist geometrisches Mittel, wenn die Verhaltnisse m, : xo und x; : m, gleich sind.
m X
Also: —£=—-
X, m,
m, = XX,

mg nennt man auch die "mittlere Proportionale" aus den Strecken x, und x;.

3. Harmonisches Mittel:

my, ist harmonisches Mittel, wenn die Unterschiede m;, — xo und x, - m;, sich wie die GréBen x und x;
verhalten.

m, - X X,
Also: —2—=0-=0

X, —m, X,

2 \
2 1 1(1 1

m, =
" X+ x m, 2

Sind die GroBen xo und x; (x, < x)) als Strecken gegeben, so lassen sich die entsprechenden
Mittelstrecken leicht konstruieren.

Historisches:

Das arithmetische, geometrische und harmonische Mittel bilden die drei pythagordischen Medietéten
(Pythagoras 570-480 v.Chr.), d.h. Proportionsverhiltnisse aus drei GroéBen, von denen die mittlere
aufgrund einer Proportion durch die beiden anderen bestimmt ist. Theon von Smyrna (um 100 n.Chr.)
unterschied in spéaterer Zeit zehn Arten von Mitteln zwischen drei Zahlen a, b, und m, unter denen sich

als die wichtigsten die oben aufgefuhrten befinden. Als vollkommenes Verhiltnis galt dasjenige, das aus
zwei Zahlen a, b sowie threm arithmetischen und harmonischen Mittel besteht, also a @ mgy =my, : b,

zB.12:9=8:62,

2 vgl. auch Teil IJa , Seite 78
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Zur Konstruktion der 3 klassischen Mittel aus den gegebenen Strecken xo und x; (>x, )

1. Arithmetisches Mittel m,:

< X0 X mmx k Aus m, —xg =X ~m,
D N Xo+X
folgt m, =-4—1
2
Zur Konstruktion von m-
uLsS E_m, —\V o CE_
zunichst is — =
CB 2
CE m,—x _
und weiter —— = —2—0 (Scheitel C)
CB  x—x,
A 2 , Xy + X,
< X4 j woraus insgesamt: UV =m, =—— folgt.
Figur V ko x,—m, -

2.  Geometrisches Mittel mg:

- Figur VI Aus Xo _Eg_

AN folgt m, =%, - X,

\\ Die Konstruktion folgt unmittelbar aus
\ dem Kathetensatz oder aus der Ahnlich-
keit der Dreiecke AUV und VUB.

%, 2xyx,

Behauptung: m, =
ptung "Xt

3. Harmonisches Mittel my,:
Zur Konstruktion des harmonischen Mittels my, aus den gegebenen Strecken xq und x7 :

Es ist also zunichst zu beweisen:

2x,%,
mh =} =~
Xo + X

Mit den Bezeichnungen der Figur VII gelten die folgenden Proportionen:

—— =7 (Scheitel V) Also ¥ _ %o
. | Xg—m Xy
= (Scheitel D) 2x,%;

b d woraus i, = folgt.
c X, 0
== f (Scheitel S)
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U'e Drei ergdnzende Bemerkungen zum Aufbau der
" Figur VII:
1. Leicht einzusehen ist, daB S die Strecke UV
halbiert, daB also giit US = SV. Das folgt aus den
drei Proportionen:

SV c

2 - heitel D
s oed (Scheitel D)
¢ P :

P heitel B

o il (Scheitel B)

Us
P = (Scheitel 4),
ptq X

woraus schhieBlich US = SV folgt.

C
Figur | Z/8 x1 l< ‘-, Wregen
. US Z4 1
z Ak x b 7 =ap=7  (Scheitel O)

folgt daraus weiter Z4A = AD, was zu einer zweiten
m v moglichen Konstruktion des harmonischen Mittels

v iy aus x und x; fithrt (val. Figur VIII):
\ 2. Aus dem Vorangehenden ergibt sich die
T harmonische Lage der Punkte 4, B,U und U’, d.h.

\ es gilt
B 5C AU AU
X ! —_— vV Uu’)=(-)1.
20" BU oder DV(ABUU’)=(-)

((-1) bei Beriicksichtigung orientierter Strecken)

In diesem Zusammenhang sagt man auch eine Strecke 4B werde innen (durch U) und aufien (durch U’)
in demselben Verhaitnis geteilt. Es gelten nimlich die folgenden Proportionen:

AU p ¢ .
U p =7 (Scheitel B)
X -

i x, (Scheitel §)
x, AU’ .

—= heitel U’
%, - BU (Scheitel U’}

womit die obige Behauptung bestitigt ist.

3. Zusammenhang zwischen harmonischen gelegenen Punkten und dem harmonischen Mittel

Wir wollen noch zeigen, da8 die Strecke UU ' das harmonische Mittel aus den Strecken AU’ und BU'
ist. Aufgrund der 2. Bemerkung gilt:

AU _ AU
BU ~ BU’
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Nunist  AU=UU'—-AU’  und  BU=BU-UU,
UU - AU’ AU’ 2AU’- BU’
woraus BU -0 - BU oder UU = U+ BU’ folgt.

Zwei verschiedene zusammenfassende Figuren

Alle drei Mittelbildungen lassen sich auf zwei verschiedene Weisen in einer Figur veranschaulichen:

1.
m, =AM =MB
mg=FC
my=CD

Dabet ist unmittelbar klar:

Xo<m,<mg<m,< x

B und

AY { ’O"““"’ e
3
3
l
SN

FigurIX

2.
Konstruktion der drei klassischen Mittel m,, mg und m;, mittels Kreisen:
Gegeben:
AB=a=12
BC=b=6
zunichst ist dann
AM = MC
_a+b ”
=—=m,
und (Kathetensatz):
BD=BE=m, =va-b

Nun werde die Strecke SB = m,
iiber B hinaus bis T verldngert.

Dann gilt aufgrund des Sehnen-
satzes im Kreis (mit Scheitel B):

BD -BD =SB - BT
oder

Br=———=—"=m=—"" (vgl. Seite 16)
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Alle drei Mittel lassen sich dann an der obigen Figur unmittelbar ablesen. Dabei ist ersichtlich:

my > mg > my

Hinweis:  Im Teil II auf Seite 55f finden sich zum Begriff "Harmonisches Mittel" noch einige ergin
zende Bemerkungen.
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4. UNTERSUCHUNG VON REKURSIONSFOLGEN, DIE SICH AUS DEN DREI KLASSISCHEN MITTEL
BILDUNGEN ENTWICKELN LASSEN

4.1. Fortlaufende arithmetische Mittelbildung

Gegeben seien die beiden Ausgangswerte x, und x;, zu ermitteln ist der Grenzwert der Folge:

X, +X, ,
x, = —1—1—2—-——~3~ nx2 V 1. Rekursionsformel fur x,

Zuniichst berechnen wir die ersten Folgenglieder x, und sodann die Differenzen aufeinanderfolgender
Glieder der Folge:

X, =X
0 [+
X, =Xy =X, =X, mit zund clhstx; > x,
X=X
Xo—X
X, =X ==
X, + X,
X, = >
X, —X
N SRR
Xy =X, = 2
3x, +x,
357
X, —X
0 1
X, — X, =5
5x, + 3x,
X, = 2
X, —X
_X1m%
EERNT:
1lx, + 5x,
=T 16
X, 0=
_ -1 X1~ Xg
X, =Xy —(_1) 27
X =X . _
oder x,=x, ,+(=1)" 1 '”éT-T‘Q‘ \/ a 2. Rekursionsformel fir
X
n
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Bemerkung:

Es lassen sich schéne Zahlenbeziehungen zwischen den aufeinanderfolgenden Folgengliedern der linken
Spalte entdecken. Es sei:

_a,x +b,x,
xn - 2n-—l
_ X +8,1%
xn—H - 2n

Dabei erkennt man z.B. die Bezichungen:

n—1
a,+b,=2
an = bn+l

b,+2"" =a,,

Daraus lassen sich die Koeffizienten a, und b, berechnen:

a, =327 +(-D""] (b)

so daB sich x, wie folgt darstellen 1aft:

_ X th,X 2"+ + 27 4+ 17,

X, = n—-1 - n-1
2 3.2
2 1 (=p™ (1"
=3 +'§xo+ Wiale + 3.2 Y0
Damit ist schlieBlich
2x, +
x=limx, = 1%
n—poe 3

Nun betrachten wir das Gleiche anders, indem wir die Gleichungen der rechten Spalte auf S. 17 verfol-
gen: Durch Aufsummieren der jeweiligen Glieder der linken und rechten Seiten der Spalte erhalten wir:

( x, - xo) + (x2 - xl) + . + (xn - x,,_l) =x,—-x, (Summe der linken Spaltenglieder)

und
(5= 2) AR BT o BT
. 1.1 1 w1
=(x1~—x0)(l—§+z——'§+ e (=D 12—,,;}
ek
. - 2" 2 (_l)nﬂ .
—(x1 ~—x0)—1 = -g(x, —xo) I+—= (Summe der rechten Spaltenglieder)
14+ = “
2
Also 1st

Xy = Xo =%(x1 "xo)[l‘*gﬂ}

2" )



oder
n+l
X, =X+ %(x] - xo)Ll + g—;),;—— Vb 3
Beispiel:
1
Xy =Xy + (xl xo)(l" l6)

Insgesamt ist also
— limx,,=x0+%(x,—-x0)
n—eo

2x, + X,
3

=X.
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Wir haben also auf zwei verschiedenen Wegen den Grenzwert x erhalten. Das Ergebnis des un-endlichen
Prozesses ist hier abhingig von den Ausgangsdaten. Ist z.B. x, = 4 und x, = 1, so er-gibt sich fiir x der
Wert 3. Ist hingegen x; = 1 und x; = 4, so ergibt sich fur x der Wert 2. Der Fall xo = 0 und x; = 1 fithrt

zux=—§-,derFallxo=1undx1=Ozux=‘;.

Bemerkung:

Sehr schén 14Bt sich an der Folge das Prinzip der Intervallschachtelung arithmetisch zeigen:

X =%
2
X, —Xg

8

Xy =Xp =

- Xy—X, =

_ X, =X,

Xy =Xy =

- also X, =X, T
X,>X, ,
entsprechend ist:

X=X = 4

2"—]

>0 fiir x, > x, und gerade n

5o %
2n—1

x, monoton steigend fiir gerade n

Xg — %)

Xy — X,

x5"‘x3 =

Xo — X%
2n—1

Xy=Xp 2™

16

<0 fiir x, > x, und ungerade n

3 vgl. die entspr. explizite

Darstellung filr x,, auf Seite 191
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X, <X, x,, monoton fallend fiir ungerade n

Aus Va folgt firn=2-v;

2v X1 Xy

2v-1 X X X _
T it oder: Xy =Xy, +(=1) ey =n

Xy = Xoy +(=1) 22V

D .h. alle x,, mit ungeradem Index sind gréfer als diejenigen mit geradem Index. AuBerdem folgt aus Va

-t X1 = Xo

lim(x, —x,,) = lim(=1) =0

P nayoo 2 ’

was noch zu zeigen war.

Als Beispiel betrachten wir die Intervallschachtelung mit den Ausgangswerten :
X=2;x;=16,alsox=3% =11,3 (siche Zeichnung).

X, =2
x, =16
x,=9

=2 f—KF i
n=s—;,1—;:—§; N \
n=1)''"--'—s\"""__"__--"__-“lﬁ
0 Xg
Figur X
limy =200 34 114
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4.2. Fortlaufende harmonische Mittelbildung

Gegeben scien die Ausgangwerte xo und x;. Zu ermitteln ist der Grenzwert der Folge x,, wobei

c
2 X1 X2

1 11 1 ’
o =—(““—+ J sei. VI (1. Rekursionsformel fuir x,,)

Zunichst berechnen wir die Kehrwerte der Folgenglieder und sodann die Differenz der Kehrwerte auf-
einanderfolgender Glieder der Folge:

1 1
n %
1 1 x-x
;c:"x—1= XoXy
11
P
1 1 x-x
X, Tx, 2x,x,
1 x+x,
;;= 2x1x0-
1 1 x-x
-x_z_— *3 ) 4xox,
1 3x,+x
X, - 4x,x,
1 1 xy-x
;::—;:_ 8"0"7
1 3x+5x,
x, 8xoX,
1 ——
X1
LTy 2=] VIa
Xn1 Xn 2" xpx
(2. Rekursionsformel
_1___ fur x,)
xn

Man erkennt mit (b) (vgl. $.18)

_bxrax, 277+ (1)), +[27 + (D g

1
T A - n-1
x, 27 xyx 3-27 - xyxy

Aus den Gleichungen der rechten Spalte folgt weiter (entsprechend dem Vorgehen auf S. 18 und 19):
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11 1 - L)
—_=24 xo-(l——-+——+ ..... +-0"
xo xn xO xl 2 4 2 )
-1
1—( ,,)“
xl"’xo. 2
xo.x‘ l+%

Beispiel:
l _1___2_ X =X 1 _I__W
Xo X 3 X, 16 )
._2 X — X
B X, - X,
1 15 X, =%, 8x =5x +5x, 3x+5x
x4_x0 8 xx% B 8x, - X, - 8xy - x,
Es 1st also:
T 1 2 x- -1)"
Lt 2ams [ G0) Vb
X, X, 3 XX k 2"
und weiter: also:
1 1 1 2 x-
noe X X Xy 3 XpX) ) 31,
_2x0+x1 X‘M2x0+xl
B 3x,x,

Beispiel: xp=4;x;,=16;x =38,



x,=4
x, =16
=32
*2 =75 . 3x,x,
6 limx, =—"——=
x3 =7 n—yeo 2x0 +x1
128

Auch hier 1483t sich wieder sehr schén das Prinzip der
Intervallschachtelung konstruktiv verfolgen. 4

4 Zur Konstruktion siehe Seite 14

~K.
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4.3. Fortlaufende geometrische Mittelbildung

Gegeben seien die beiden Ausgangswerte x, und x;. Ermittle den Grenzwert der Folge

X, =%, X, VII (1. Rekursionsformel fur x,)

zunichst gilt:
Xy = X,
6 =%

Xy =N% %
SRS _‘{/3

Xy =g/ Xy Xy T XXy X T XX,
o 814.5,.3

x4-\/x1xo
_16f 115

xs='yx, 'x;

mit (b) gilt: (vgl. Seite 19) oder:
i a b 4= 21y
xn = xl . xon 3.1 3.271'—1
X, =% 7 “Xo
-l 274(=1y 2 N N
x, = x, 3 ‘X, 3 'ff_’::xnle'xo= Xy X

Entsprechend den vorangehenden Betrachtungen koénnen wir diesen Grenzwert auch noch auf andere
Weise ermitteln. Es ist namlich:

L _5

Xo X

x_ \/i‘g

Xy X

x x

I3 4

Xy Xo

X X

4 8 ___0_
X3 X
(_l)ml

Fn | XL (2. Rekursionsformel fiir x,)
X1 Xo




Weiter ist:

X

Xo

b

X0
LR A A P Y
Xo Y1 %o U Vo

Beispiel:

Daraus folgt dann:

2n+(_1)n—1

x 3271

. . 1

x=limx, = liml x,-| —
n=—pco n— \xO

winy

und allgemein:

VIIb
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Man iiberzeugt sich leicht davon, daB die Folge x, eine Intervallschachtelung darstellt:
Beispiel: xo=2; x; = 16; x =8 (siche nachfolgende Zeichnung)

X, =2

x, =16

X, =442 =5657

x,=842 =954

x, =442 =733

x, =892 =~8354

x,=4-¥2°' =7829

e

Figur XII

H —=3[+2, —
limx, =3/x;-x, =8
n—yeo

Die obige Zeichnung veranschauticht die zugehorige Intervallschachtelung. Die Konstruktionen beruhen
jeweils auf Anwendung des Kathetensatzes.
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4.4. Drei Bemerkungen zu den Rekursionsfolgen

1.

Ein Vergleich der Grenzwerte der drei verschiedenen Folgen, denen die drei moglichen Mittelbildungen
zugrunde liegen, zeigt, daB die ersten drei natiirlichen Zahlen die Grenzwerte konstituieren, und zwar
auf jeweils charakteristisch verschiedene Weise.

2x +1
Grenzwert der Folge der arithmetischen Mittel: x = _1_5_)5_0
, , 3x,x,
Grenzwert der Folge der harmonischen Mittel:  x = z————
2x,+1x,

1

3 —
Grenzwert der Folge der geometrischen Mittel:  x = \/ x]2 - X,

2.

Alle drei Grenzwerte sind das Ergebnis einer Intervallschachtelung. Man vergegenwirtige sich an Hand
der gegebenen Zeichnungen den ProzeB des konstruktiven Vorgehens in einzelnen Schritten. Dies fiihrt
zu einem bildhaften Erleben dessen, was eine Intervallschachtelung eigentlich ist.

3.

Bei den drei beschricbenen unendlichen Prozessen bestimmen die Ausgangswerte x( und x| wesentlich
den Wert des Grenzwertes. Der folgende Beitrag soll zeigen, daB es unendliche Prozesse gibt, die starker
sind als die Ausgangswerte. Die Grenzwerte als solche sind dann unabhéngig von den Ausgangswerten.
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5. "DER PROZEBS ALS SOLCHER IST STARKER ALS DIE AUSGANGSDATEN"

5.1. Eine arithmetische Betrachtung
Ausgangsvoraussetzungen: Gegeben seien die positiven Groen xo und x;_

Daraus bilden wir die Folge:
X2 = ax; + bxy (mita>0und &> 0)

X3 = ax; + bx,
Xp = ax oy + bXna VI
x
SchlieBlich bilden wir daraus die Quotientenfolge ¢, = o] n=0123..
xﬂ
x, ax +bx, b
Also g =—%=——""=a+—
X X 95
x, ax,+bx b
qzz-—3=—-—‘"'2 -i=a+—
X2 o % 4
b
qg,=a+—
qn—l
_ b
=a+ 5
a+—
qn——?.
= 0 Beispiel:
b . b
g,=a+ 5 HEITTTY
a+——p— at—3
b g+ —
atT 9
b - _%
a+— mit ¢, = ;—
q 0
° (4-gliedriger Kettenbruch)

Daraus folgt weiter mit ¢ = limg,:
n—yoo

b
g=a+—
q
qz :aq+b IX
a a’ :
‘1:5(3 T.1.}) (q>0, weil a,b,x,,x, >0)



29

Drei erginzende Bemerkungen

1. Fir a=2 und =1 und den Anfangswerten x,=2 u. x,=6 sei der folgende unendliche Prozef betrachtet:

xl'
qoz—- =3 :3
X0
=2+4— —242 =1 223
L 33 T
3 17
q, =24 =24+ =— =2 4286
24— 77
9o
1
g, =2+ 7 =2+T”’—-=2,4118
24
2+—
9
—2+i7—99 2,4146
4, = =32

14

Nach den vorangehenden Betrachtungen ist ¢ = lim ¢, und g 148t sich aus der Gleichung IX ermitteln,

ist ersichtlich unabhingig von der Wahl der Ausgangsgrofen xo und x,. In diesem Falle ist dann ¢ =
1++4/2 ~2,4142,

An dem obigen ProzeB 148t sich sehr schon iiberblicken, wie mit steigendem Index n der Ein-flufl des
Gliedes -5‘; (und damit der EinfluB der AusgangsgroBen x, und x;) auf ¢, in dem MaBe zuriicktritt, als
sich g, dem Grenzwert g nahert. Im Grenzfall g, — oo ist dieser EinfluB dann verschwunden. Der
ProzeB als solcher hat sich durchgesetzt. Man vergleiche diesen Gedanken mit dem ProzeB des
homgopathischen Potenzierens.

Der Einfluf des Gliedes % im jeweiligen Kettenbruch auf den Wert gy, 1aBt sich am besten aus der
Differenz zu seinem Niherungsbruch &N, ermitteln. Unter Niherungsbruch wollen wir den

entsprechenden Kettenbruch ohne ;Ilo— verstehen. Demnach ist also:

vl _l
hT M=y 3
17 1 1
B=Ny="r-2+7 ) =-77
41 ( 1 1
UE] il P el o
17 U 2+3) 85
1
q,— N, '"-E etc.....

2. Die Darstellung des Grenzwertes ¢ als unendlicher Kettenbruch in der Form

b b
g=a+— oderz. B.als g=a+——p
q ——
a+ 5
a+—
q
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zeigt, wie hier das Ganze (ndmlich ¢) im Teil (als Glied des Kettenbruches) steckt. Man vergleiche
diesen Gedanken mit den Erscheinungsformen des Lebendigen, z.B. einer Pflanze oder einem Seestern.

3. Aus dem Vorangehenden 148t sich auch eine Methode zur Ermittlung von Naherungen an eine der
positiv reellen Lésungen einer quadratischen Gleichung entwickeln.

Es gelten die Beziehungen:
x,=ax,  +bx,, VIII
g =aq+b IX

x
n+i
9= ()
xn
X
. . 1
limg, =lim—"*=g¢
n—joa n—yeo xn

Zunichst entnimmt man der quadratischen Gleichung IX die Koeffizienten a und b, wodurch die
Rekursionsfolge x, bestimmt ist. Mit irgend welchen Anfangswerten xo > 0 und x; > 0 kann nun der
RekursionsprozeB fiir x,, in Gang gesetzt werden.

Im Fall der 1. Bemerkung war a = 2, b =1 und wir wéhlen xo = Tund x, =4,

Damit ist Daraus folgt dann die Quotientenfolge ¢, = =L die
xﬂ
x,=2-4+1 = 9 gegen g strebt. Es ist also:
x,=2-9+44 =22 £3—=—2—2—=25
x,=2:2249 = 53 X 9
=2.53 22 22709

xg=2-53+22 =128 ~=—=2409
xg=2-128+53=309 v 128
. D= =24151

x, 353

x, 309

Yo .27 54141

128

Der Grenzwert ¢ =limg, istin
n~po0

diesem Fall ¢ =1+ V2 =2,4142..

5.2. Eine geometrisch - arithmetische Betrachtung

a) Das Entstehen eines Quadrates aus einem "Viereck-Keim"

Wir gehen von einem Quadrat aus und ermitteln zwei Bezichungen, aus denen sich die
Inkommensurabilitit von Diagonale und Seite leicht nachweisen 14Bt:



Es seien die folgenden Bezeichnungen gewahlt:
AC=d,

AB=AD =5,
CD=DE=BE =5,
CE =d,

Dann gilt:

s, =d,—s, und

d, =5 -5,

Figur X1

— d" — Sp1 7 5n - Sp-t dn—l +5,0
" sn - dn—-l —Sn—-l dn 1 —Sn-l

2Sn-—-1 —dn—-l

- dpy =S

dn-—l

2l

e Sn—-]

T d
ML= R |
Sn—l
2—

" Also: q*=2  oder
qg-1
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Wendet man das gleiche Verfahren auf das
Quadrat CDEF an und setzt diesen Prozef
sinngemil fort, so erhilt man die folgenden
Bezichungen:

s, =d,_,—s

HX

n

dn =8, 48

Dabei sind s, und d, "werdende Nullen", wobei
ihr Verhiltnis q fiir alle n das gleiche ist. Wir
berechnen nun fiir alle » dieses konstante Ver-
haltnis mittels der Rekursionsformel X:

d
L2 firn=234..
s

1

Nun fithren wir eine Vertauschung durch, deren Sinn erst erkannt sein will. Wir ersetzen den Index »-1
durch » und umgekehrt. Damit ergibt sich aus den Formeln X:

Spa = dn = Sn
dn-l = 8Sn = Spl

und weiter:

dn =Sp-8Spa = dn-l + §p-1 + Sn-y
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dr: = dn—-l + zsn-—l

Xa

Ausgehend von irgendeiner Raute (mit den willkiirlich gewdhlten Seiten s, und der Diagonale @) als "Keim"
erhilt man so eine Folge immer groBer werdender Rauten, die immer quadratahnli-cher werden. Der
rekursive ProzeB ist also auch hier stirker als die Ausgangswerte.

sn =dn—1 + Sn—~1

Theon von Smyrna schrieb dazu: "Wie die Einheit hier allen Dingen gemédB dem obersten und dem
einem Samenkorn dhnlichen Verhéltnis am Anfang steht, so wird auch das Verhéltnis von Durchmesser

zur Seite in der Einheit gefunden."

Plato nennt im Staat (546¢) die Zahl 7 die "rationale Diagonale" zur Scite 5 gehorend. In dem
Kommentaren des Proklos (450 n.Chr.) zum Staat findet sich dazu folgende Erliuterung die Seiten- und
Diagonalenzahlen betreffend, die er den Pythagoreern zuschreibt:

"Die Einheit ist, als Ursprung aller Zahlen, potentiell sowohl Seite als auch Diagonale. Man nimmt jetzt zwei Einhei-
ten: eine Seite und eine Diagonale-Einheit, und bildet eine neue Seite, indem man zu der Seite-Einheit die
Diagonale-Einheit hinzufitgt, und eine neue Diagonale, indem man zu der Diagonale-Ein-heit zweimal die Seite-
Einheit hinzufugt." 3

n Sn dn
Die Formel Xa ermoglicht uns nun die Berechnung der Seiten und 1 1 1
Diagonalen der Folge der Rauten, die immer quadratihnlicher werden,
entsprechend dem obigen Kommentar des Proklos: 2 2 3
3 5 7
Bemerkungen: 4 12 17
5 29 41

: . d
Wir ermitteln noch den Grenzwert von g, = — furn — oo .
s

n

Es ist:
24 2
d, 2s,,+d,, S 1 1
—= = =1+ a = 1+
Sn Spa +dn—l 1 n=1 1 Il 1+ l+
Sn-l sn—l 1+ n-2
sn—2
d 1
lim—=1+ 1 = Ji
n—yeo Sn 2 U
24 e
Arithmetisch bedeutet dies:

g, ist hier nicht von vorneherein gleich V2, sondern q, unterscheidet sich mit wachsendem Index immer
weniger von V2 oder anders ausgedriickt

limg, = V2

n—yoo

5 siehe: "Van der Waerden in Erwachende Wissenschaft® $.207
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2. Es ist reizvoll fiir verschiedene Ausgangswerte s, u. d, die Folge der Quadrat-Werdung zu verfolgen:

n Sn d, n s, d, n Sn d, n Sy d,
1 1 2 L 2. 1 1 2 0 1 1 1
2 3 4 2 3 5 2 2 4 2 2 3
3 7 10 3 8 11 3 6 8 3 5 7
4 17 24 4 19 27 4 14 20 4 12 17

1= 1 d1= 2 1= 2 d1: 1 5= 2 d]z 0 1= 1 d1= 1

§2= 3 d2= 4 §2= 3 d2= 5 S2= 2 d2= 4 5= 2 dg= 3

§3= 7 d3= 10 §3= 8 d3= 11 §37 6 d3= S §3= 5 d3= 7
(beste Naherungsfolge)

Die Figuren sind in verschiedenen MaBstiben gezeichnet.

3. Kennt man die Kettenbruchentwicklung von x = J2 =(1;2) so erkennt man im Fall s, =d, = 1 in den

d
aufeinanderfolgenden Quotienten ¢, = :”'— aufeinanderfolgende Naherungsbriiche des reguldren

Kettenbruches fiir x:

qn 2 2 2 2 2 2
0 1 3 7 17 41 99 239
1 0 2 5 12 29 70 169
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b) Das Entstehen eines reguldren Fiinfecks aus einem "Finfeckkeim"

Wir gehen aus von einem regulirem Fiinfeck mit den Seiten s und der Diagonale d:

Essei BD =d
und AB =5

wobei § =AB=AG=GD ist.

Da die beiden Dreiecke BGA und
ABD &hnlich sind, folgt:

d-s s
s d

oder

A \——'
" Figur XIV

Im Folgenden lagern wir dem Ausgangs-Fiinfeck eine Folge immer kleinerer Fiinfecke F, an:

D

. ABCDE
. BGHCF
GKJHL

AS_ B G K

Aus dem Vergleich der Seiten und Diagonalen der Fiinfecke F) und F; ergeben sich unmittelbar die fol-
genden Beziehungen:

s, =d, -5,

d,=s,
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Fiir die aufeinanderfolgenden Funfecke F, ; und F, folgt daraus allgemein:

Sp =Dy = Sy XII

dn = sn—l

. . Sy
Fiir alle » ist dabei —~ = constant = g.

dﬂ
Wir berechnen ¢ mit XII :
1_ Sn—-l
S _ dn—l s dn—l
dn - St - Sn1.
dn-l
oder
l-g
g=—
g

g*=1-q alsog=g=06181 (Zahl des Goldenen Schnittes)

Im Folgenden tauschen wir die Indizes »n und »-1 in Formel XII aus (entsprechend dem Vorgehen auf
Seite 31):

Sn—l = dn - Sn
dn—l = Sn
Daraus folgt:
Sn = dn—'x
dn = dn—'! + sn-—] XIIa

Die Formeln Xlla bestimmen das Bildungsgesetz einer Folge von immer grofier werdenden Fiinfecken.
Denkt man sich nun als Keim ein erstes Fiinfeck, mit willkirlich gewdhliten Seiten und Diagonalen -
zB.s;=1und d, =1 -, so erhilt man auf Grund von Xlla eine Folge von immer grofler werdenden
nicht reguldren Fiinfecken, die dem Aussehen nach immer reguldrer erscheinen.

Sn
d,

n

Arithmetisch bedeutet dies: ¢, =——— g=g fiir n — . (siche Anmerkung weiter unten)

Auch hier zeigt sich wieder, daB der durch diec Formeln XIla vermittelte Prozef stirker ist als die
Ausgangswerte.

Dieses "immer regularer" Ausschen wollen wir nun auch arithmetisch untersuchen. Dazu betrachten wir
die Formel X1, die fir reguldre Fiinfecke gilt und damit auch fiir die Folge der reguldren Fiinfecke F,
F,, F;.... Wir fragen uns nun, welchen Charakter der Ausdruck
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A, =d(d —s,)-s? hat.

Aus den Formeln XIla folgt nach kurzer Rechnung:
d (a’ ——sn)—s,f =d

n n

»—l(snml _dn—l ) + Srzr—l

Abgeschen vom Vorzeichen bleibt also Ay, fiir alle n konstant. Diese Konstante héingt von der Wahl der

Ausgangswerte s; und d, ab. Ist zB. 5; = d| =1, so hat diese Konstante den Betrag 1. Allgemein gilt in
diesem Fall unter Beriicksichtigung des Vorzeichens:

d(d,-s,)-s, =07 XIII

Diese Formel 14t sich natiirlich auch durch vollstindige Induktion direkt beweisen:

1. Fiir s, = d, =1 und n = 1 ist die Formel richtig.
2. Wir nehmen an, sie sei fiir n = v—-1 richtig.

Durch Einsetzen ist zunidchst

d, (d ) -2, =(-1)",

v-1

S

T |

Nach XIIa folgt daraus:
2

s‘,(sv -d, +s,)-(d, ~-s,) =(-1

25 —s5d,—~d +2s,d, ~5

v

Wwas zu zeigen war.

Der Grenzwert von qy, fiir # —> oo ist natirlich g. Dies folgt auch aus Formel XIII:

: s,
selq= i
s s (=17
Dann fol -2 —-5=
ann foigt aus d, d,f d,f
l-g-¢°=
und damit g=g.

Zum Schluf zeichnen wir, ausgehend von verschiedenen "Keimen" Folgen von Fiinfecken, die immer
regulirer werden.
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1. Beispiel
n s d
1 0 1
2 1 1
3 i 2
4 2 3
5 3 5

2. Beispiel
s d
1 2 1
2 1 3
3 3 4
4 4 7
5 7 11

Erst hier (fiir n = 2) 1st es
sinnvoll, von "Keim" zu
sprechen.
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Auf Seite 30 (3. Bemerkung) deuteten wir an, daB es verschiedenartige unendliche Prozesse gibt. In der
Tat lassen sich drei wesentlich verschiedene unterscheiden:

1. Der Prozef} ist wesentlich bestimmt (oder wesentlich mitbestimmt) duch die Ausgangsbedingungen.

2. Der ProzeB als solcher ist stirker als die Ausgangsbedingungen. Die Ausgangsbedingungen sind nur
dazu da, den ProzeB als solchen in Gang zu setzen. Das Ergebnis selbst ist unabhingig von den
Ausgangsbedingungen.

3. Der ProzeB ist auf sensible Weise durch die Ausgangsbedingungen bestimmt. Solche Prozesse spielen
in der Chaostheorie eine Rolle: kleinste Unterschiede in den Anfangsbedingungen kénnen zu wesent-
lichen verschiedenen Ergebnissen fiihren.
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6. REKURSIVE RECHENGRUNDLAGEN DER TRIGONOMETRIE

6. 1. Grundlagen

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABD mit der Hypothenuse 4B = 1,
und der Kathete AD = p; (vgl. Figur XVI). Im Folgenden wollen wir
A ) zeigen, daBl der Winkel o < BAD rekursiv berechnet werden kann. Das
Verfahren gestattet daritber hinaus die Berechnung eines beliebig genauen
Niherungswertes der Kreiszahl .

B D Wir bezeichnen die zweite Kathete BD mit 4. Dann spiegeln wir das
FigurXv1 Dreieck ABD an AD und erhalten so das gleichschenklige Dreieck ABC.

Nun biegen wir die Strecke BC = s in einen Kreisbogen UV
gleicher Linge um, dessen Zentriwinkel 2a ist.

Dabei ergibt sich die Frage nach den Radius R = AU =4V
des Kreisscktors. Angenommen, wir hétten den Radius von R

ermittelt, dann 14Bt sich damit der Winkel a unmittelbar
berechnen:

U 3 200
B VA Es ist zunéchst: ?I%rc— = 260" mit
Figur XV1I =P -p}
180° i - p! IV
Daraus folgt: o= NA P X mit 1, > p,
n R

Im Folgenden werden zu dieser Berechnung einige Voraussetzungen zusammengestelit, die wir an der
Figur ablesen kénnen (vgl. auch die Figur II auf Seite 7): Es ist zunéchst:

+

p, = % und 4rF =2r, ‘(’x + pl) (Kathetensatz)
Zur Berechnung des Radius R verfolgen wir die Idee einer Annéherung des Bogens UV = s durch einen
sukzessiv verfeinerten Polygonzug.

Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

.+.
Py = fl—z—p’— arithmetische Mittelbildung

b = \/rf;——;;; geometrische Mittelbildung

Dadurch kann ein algorithmischer Rechenproze3
spezieller Art in Gang gesetzt werden, der durch die
beidenRekursionsformeln ¢

VoD

-8 \—/ c
Figur XVIII

6 vgl. auch Abschnitt 1.2.
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Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

Pan = %& HI und Pon =ATn Pan IV

bestimmt ist. Wir wollen nun zeigen, daB mit diesen Rekursionsformeln der Radius R des be-
schriebenen Kreissektors berechnet werden kann. Im Abschnitt 2 haben wir gezeigt, daB fur den Fall p,
< die Folgen III und IV gegen den gleichen Grenzwert R konvergieren. An einem konkreten Beispiel
kann man sich diese Tatsache noch einmal vergegenwértigen.

. _
(5=\/rf-Pf =3]

= 4 n = 5

p: = 4,5 r, = 4,74342...
ps = 462171... {rs = 4,68217...
ps = 4,65194... |ry = 4,66703...
pis = 4,65948... |re = 4,66325...
pn = 4,66137... |rp = 4,66231...
Pss = 4,66184... |rea = 4,66207...
Ps = 4,66196... |r = 4,66201...

Also R = 4,6620 auf 4 Dezimalstellen genau.

Nun konstruieren in einem ersten Schritt die Anndherung des Bogens UV durch einen Polygonzug:

T T T e~ - Zunichst verkleinern wir das Dreieck FBC im Verhéltnis
2:1 und erhalten so das Dreieck FB,C; mit dem Winkel
4 ByFCy = 24 = a. Dabei ist D\F = p,, BiF = r, und
B\C, = £. Spiegeln wir das Dreieck FB,C, an FC,, so
erhalten wir das kongruente Dreieck FC\E;.

2p, Ingesamt hat dann der Polygonzug B,C, + C\E, die Lén-
ge s bei zugehorigem Zentriwinkel < BFE; = 2a. Die
gesuchte Anndherung des Kreisbogens durch einen

Polygonzug ist also in einem ersten Schritt vollzogen.

Figur XVIlIa

Dabei 148t sich 7, als erster Niherungswert fiir R aus den Formeln III und IV berechnen. Den so einge-
schlagenen Weg verfolgen wir nun konsequent weiter. Die Figur XIX soll noch den néchsten Schritt
verdeutlichen.
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Es gelten dabei folgende Bezichungen:

r+p
134‘_‘_2—2—'i s Ta = Pa

fiir den Polygonzug:
B.Co+ CoE, + EJF + Gy =5

fir den Zentriwinkel:
< Bz JG2 =2a

Setzen wir den Prozef weiter fort, so ist an-schau-
lich klar, daB die folgenden Polygonziige sich
immer mehr einem Kreisbogen anndhern.

Dabei 14Bt sich der Radius dieses Kreisbogens
durch die Formeln III und IV sukzessive rech-
nerisch bestimmen.

An dem konkreten Beispiel von Seite 40 wollen wir

das Ergebnis unserer Darstellungen auswerten:

s =i ~pl =3
Aus Formel X1V folgt dann:
Ji-pl 1800 3 180 =363870° = 36° 52' 12"
- R n 46620 m )

Die eingangs gestellte Aufgabe ist also fir ein konkretes Beispiel gelost, und zwar ohne Trigonometrie.
Das im vorangehenden Dargestellte fiihrt nun zu interessanten Folgerungen.

6. 2. Folgerungen

1. Der durch die Rekursionformeln I und IV vermittelte Algorithmus gestattet auch eine unmittelbare
Berechnung der Kreiszahl n, und zwar beliebig genau. Dazu miissen wir nur von speziellen Dreiecken
ausgehen, bei denen wir die Zuordnung der gegebenen Strecken p; und 7, zu dem zugehorigen Winkel o
unmittelbar kennen. Wir wihlen ein solches Dreieck:

A ABAD = o =30°
o r = 1

P = ‘%‘\6
2 = \/"12 - p} =3

P f
Aus Formel X1V folgt dann:

. —_—
B ‘/r' 5 C _ 1805 )‘]2 _ pl2 1

1
o 0 n =6+ =6-—2—=31410
FigurXVlla D o R R 0955
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wobet aus der folgenden Tabelle die Berechnung von R ersichtlich wird:

0,86603 T = 1 = 1

0,93301 |h2= %5,/2+,/'3' = 0,96593
1
4

m +2(2+43) = 0,95766

p= 13
P2= -%‘+"11—\/§

il

\
Pr= L2+43+2y2443) = 094947 |7s=
Ps = = 0,95356 rg = 0,95561
Pis= 0,95459 ~ 0,955 Mis= 0,95510 ~ 0,955

Bemerkung: Fiir den Unterricht kann Folgendes von Interesse sein: Will man den Winkel o berechnen
(bei noch nicht bekannter Kreiszahl 7), so setzt man zunichst den Algorithmus der Formeln IIT und IV
wie im vorangehenden Beispiel fir ein "sehr speziclles Dreieck” an. Dies fuhrt zur Berechnung der
Kreiszahl =. In einem zweiten Schritt 148t sich dann o mit allgemein gegebenen p; und 7; nach dem im
Prinzip gleichen Algorithmus berechnen.

2. Nun konnen wir den Seitenverhdltnissen im Dreieck ABD Namen, bzw. Bezeichnungen geben. Wenn
dies erst jetzt geschicht, hat das den Vorteil, daB der geistigen Anschauung eines Rechenprozesses die
Namensgebung bzw. Bezeichnung folgt, nicht umgekehrt. Dies hat schon K. Kommerell, der grofie
mathematische Didaktiker so empfohlen.

P 2 5 Py
— = cosq 2 —gsinax -2 = tano — = cotxr
n g £ 2
2 fa_ 2 p
ZL = Al n-p |
" COS(x = sina Vv L_ tanoy = coto
1 r§ pl H pl

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann (fiir das Beispiel auf Seite 40 mit , =5 ; py=4 ; 5 =3):

_‘Si = 0,8 = COs 36° 52'
.g. = 0,6 = sin 36° 52
%. = 075 = tan 36° 52
4= 1333 =  cot 36°52

3. Das beschriebene Verfahren gestattet dariiberhinaus fiir konkret gegebene p; < r) einen ganzen Satz
von Winkeln samt den zugehérigen natiirlichen Werten der trigonometrischen Funktionen zu bekommen.
Es ist namlich, was an den Figuren XVIII und XIX unmittetbar abzulesen ist:

Die eingangs gestelite Aufgabe ist also fiir ein konkretes Beispiel gelost, und zwar ohne Trigonometrie.
Das im vorangehenden Dargestellte fithrt nun zu interessanten Folgerungen.

Das beschriebene Verfahren gestattet dariiberhinaus fiir konkret gegebene p, < r, einen ganzen Satz von

Winkeln samt den zugehdrigen natiirlichen Werten der trigonometrischen Funktionen zu bekommen. Es
ist ndmlich, was an den Figuren XVIII und XIX unmittelbar abzulesen ist:



cosaz—el
f
o 2
cos— =—=
2 2

o
cos— = —+
4 4
o P
cos— = —=—
2k I
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Damit 148t sich schon eine kleine Tabelle fiir die natiirlichen Zahlen der trigonometrischen Funktion cos
yaufstellen, z.B. fiir p; = 4, r, = 5 (vgl dazu Tabelle auf Seite 40).

Y o =36°52'

. cos ¥ 0,8

& 18026
2

4,5:4,74342 =(,949

— =90 13
4

0,987

- Entsprechendes 148t sich fiir die iibrigen Winkelfunktionen durchfithren, denn es ist:

V"lz - P;Z

sino, =
- "
[.2 2
Smg_ — ._12__:_82_
) 2 7
2 2
Sin'oi - __’i_l&‘_.
4 I

2 2
[ p

tangy = Y21
1

[z o

o n =P

tan =‘/2 =
2 P,

coter = ——PL

_ In der folgenden Tabelle sind fiir unser Beispiel die Ergebnisse ausgewertet:

Y

cos Y
sin y
tan y

coty

o =36°52

0,8
0,6
0,75
1,33333

2 18026
2

0,949
0,31623
0,33333
3

& g0y
4

0,987

0,16018
0,16228
6,16219
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4. Betrifft die Herleitung einer bemerkenswerten Formel von Euler:

- F Wir gehen aus von der Figur Ila und fillen von 4 das
i TR Lot AB; auf die Seite BF (vgl. Figur XX!).

Dann ist AF = r und BF = r, dh
o L
cos = "
Entsprechendes gilt fur die Figur XIX als Ausgangs-

| figur:

a
Co§— =
4

und weiter

[0 4 %
cos— =" elc.
g 7

Figur XX

Nun ist fiir die ersten 3 Schritte:

o o o
COS——- COS— - COS—~=—
2 4 g n

Allgemein:
o (04 o o Fa
COST™-COS— " COS™="+ +++ - COST =~
2 4 8 yA
Weiter ist
. I R
lim & = —
k—ee 7 h

Damit konvergiert auch die linke Seite der vorletzten Gleichung und zwar gegen —.
h

Damit ist zunichst

44 104 (24
COS—~ COS™—:COS~+ =+ =~
2 4 8 n

Weiter folgt mit Gleichung XIV

R _180° yr-p] sina

R o arcot

Insgesamt erhalten wir also die bemerkenswerte Formel von Euler:

arc g = sin @ XV

cos§-cos§-cosg: .-

7 vgl. Figur XVII
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5. Wurde fur speziell gegebene AusgangsgroBen py< ry der Algorithmus der Formeln IIT und IV durch-
gefiihrt, so kann man die folgende Frage stellen: Wie 1468t sich der Grenzwert R als Funktion der Aus-
gangsgrofien p; und r, darstellen? Dies wollen wir kurz zeigen:

Aufgrund von Formel XIV ist:

R_180° . "12“,012 _\/"12 ‘P12 __\/"12 "P]z

e 2 -
o T w0 arc o

R317P XVIa

arc COSEL

h

Also: mit mit p; <y !

Damit kann die algorithmische Berechnung von R noch anderweitig kontrolliert werden.

6.
/= 8 rn= 2 Es bleibt eine Frage noch offen.® Die Konvergenz
e = des Verfahrens mit den Rekursionsformeln I und
P~ > = 10 . . .
IV wurde fiir p, < ry nachgewiesen. Was geschieht
pa= 4,08114... ri= 3,59245.. in dem zunéchst nicht geometrisch deutbaren Fall
ps= 3,83679... re= 3,71261... pr>ri(zB. p=8,rn=2)
pie= 3,77470... re= 3,74353... In der Tabelle wurde das Verfahren rein formal
- 375011 - 375131 fir diesen Fall durchgefihrt. Das Verfahren
pa= 3, re= 315131 scheint also auch in diesem Fall zu konvergieren.
Pes= 3,75521... re= 3,75338... Das ist in der Tat so, denn es kann durch eine
kompliziertere Rechenfolge® gezeigt werden, daf
lim p,, =limr,, = R,
n-yeo n—yeo
wobei

Rl = P 1 XVIb ist. mit M= !

+p2 -
In ptypr -

Als Ausblick sei nur noch gesagt, daf unser rekursives Verfahren sich erweitern 148t im Hin-blick auf
die Berechnung von Logarithmen, worauf schon die Formel XVib hindeutet. Dieses letztere bat GauB
entdeckt. Eine weitere Fortsetzung dieser Art von Rechnungen fuhrt schlieBlich zur Berechnung von
elliptischen Integralen durch das sog. arithmetisch-geometrische Mittel, wie dies ebenfalls von GauB
schon durchgefithrt wurde. 19

8 vgl. auch die erste Bemerkung im Abschnitt 2
9 vgl. nachfolgenden Abschnitt
10 yg1. auch Abschnitt 9.1.
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7. REKURSIVE RECHENGRUNDLAGEN DER BERECHNUNG DER LOGARITHMEN

7. 1. Eine Vorbetrachtung

Im Abschnitt 2 haben wir gezeigt, daBl der algorithmische Rechenproze8, den die Formeln HI und IV
vermitteln, fiir den Fall p; < r, gegen den Grenzwert R konvergiert. Im vorangehenden Abschnitt haben
wir diesen Grenzwert ganz allgemein als Funktion seiner AusgangsgroBen r, und p; ermittelt (vgl.
Formel XVIa). Dabei wurde schon das Ergebnis des zunéchst geometrisch nicht interpretierbaren Falles
p1 > ri ohne Beweis mitgeteilt (vgl. Formel XVIb)!!.

Zunichst zeigen wir wie sich aufgrund der Formel XVIb die natiirlichen Logarithmen aller reellen
Zahlen grofier als 1 berechnen lassen:

[ 22
In der Formel R = Al == XVIb

2
Pty P —h

fiihren wir fir ein t > 1 die folgende Substitution durch:
pi=1+t
" XVII
Dann folgt daraus zunéchst
pr—n=(Q1-1)>0,
d.h. es ist dann auch p; > r,.

Durch die Substitution XVII vereinfacht sich die Formel XVIb ganz wesentlich, und zwar ergibt sich
durch eine kleine Rechnung
2 -1

In?

R,

oder

~—wn| XVl

1

Int=

Beispiel: Es soll In 3 berechnet werden, Dann ist in der Formel XVIc ¢ = 3. Die Substitutionsformeln
XV ergeben dann weiter:

pr = 1+3=1+32=10
n=2 =23=6

Damit kann nun der Algorithmus der Formeln III und I'V durchgefithrt werden:

1T Die Formeln XVIa und X VIb samt den zugehrigen Algorithmen finden sich in einem Brief von Pfa/f an Gauf3 vom 8.
Dezember 1800 (vgl. C.F. Gauf3, Gesammelte Werke, Band X, Seite 234).
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n P 7
1 10 6
2 8 6,928203230276
4 7,464101615138 | 7,191162139815
8 7327631877476 | 7,259076313954 R, ~ 72819
16 7,29335409571 7,276195019751
32 7,284774557731 | 7,280483524943
64 7,282629041337 | 7,281556204118
128 7,282092622727 | 7,281824408483
256 7,2819585156 7,281891461733

Als Ergebnis erhalten wir aufgrund von XVIc und obiger Tabelle:

8 g
o <ln3< —

Pass Fys6

<ln3< .
7,2819585156 7,281891461733
1,098606 <In3< 1,098616

oder unter Beriicksichtigung des obigen Naherungswertes fir Ry:

3 -1
Rl
8

" 7.2819

In3=

=1,0986

Die Anndherung entspricht also auf dieser Stufe der Genauigkeit von 4 Dezimalen nach dem Komma.

Bemerkung: Mit ein- und denselben Algorithmen, nimlich denjenigen der Formeln III und IV, lassen
sich also die Werte von w, der trigonometrischen Funktionen und der Logarithmen berechnen.

7.2. Beweis der Formel XVIb

Bei diesem Beweis folgen wir Untersuchungen von GauB aus seinem Nachlab wie sie durch K
Kommerell in seinem Buch "Das Grenzgebiet der elementaren und hoheren Mathematik"!1? wieder-
gegeben sind. Bei diesem Beweis iiberschreiten wir in der Tat das Grenzgebiet von der elementaren zur
héheren Mathematik, wobei es héchst interessant ist, wie GauB ein derartiges Problem durch eine

besondere Substitutionstechnik bewiltigt.

12 vgl. Literaturhinweis am Ende der Schrift
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Wir betrachten also den durch die Formeln III und IV vermittelten rekursiven Prozef im Falle p; > ry:

Nach GauB sind durch die folgenden Substitutionen zwei positive Gréfen u; und v, bestimmt:

2
peftl, a2, XVIII

ulz-I. ! wi -1 !
Daraus folgt und weiter
2 7
u; +1
_BL:—I ulz—&“-{- "p—;"—l >1
no 2u noVn

woraus

v, =+ pl -—r,z— - >0 folgt. XIX

Nun wird auf die GroBen p; und r; der Algorithmus der Formeln II und IV angewandt:

P+
P, = 12] h=yh P2 XX
_tl vy __2\/; Vi
Tu -1 2 T -102
Setzt man

Vi
Ju, =u, und 5 =2

so lassen sich die Terme von p, und r; auf dieselbe Form wie digjenigen von p; und 7; bringen:

ui +1 2u, \Z
p, = Y ry=T Y, u, =.Ju v, =
2oyl uj -1 : : 2

Entsprechend geht es weiter:

uj +1 2uy v,
P; =739 V3 =TTV, Uy = U, V3 =T
u; —1 uy —1 : 2
2
u, +1 2u, — Vo,
pn = 2 'vn rn = 2 ‘vn un = un—l vn =
u, ~1 u, -1 2

Im Folgenden sollen die Terme von p, und r, durch die GréBen u; und v, ausgedriickt werden. Wir
gehen zunichst von Beispielen aus, um an ihnen die allgemeinen Bildungsgesetze zu erkennen:

— - —8 —]d_- (3
ug = Ju, =4u, =8u, ='Ju, =y,

3
w2 =l

4

00 fomst

by, L
V=1V =27V

=1, -
Va=gVy = 2

il
(YR

Vs
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Esgiltalso furallen=2, 3, ...

(l)n«l
— 2
u, = )
(1)
2 A7/
U, =i
1%
y o=
n 2!!-1

u?’ + 1. v, . = 2'u1(%)m I * XXI

b, = (%)*2“ 1 zn—l ” ul(lz)’” -1 2n-1

Nun interessieren wir uns fur die Grenzwerte lim p, und limr,. Wir erkennen, daf diese Grenzwerte

n-yo0 oo

nicht unmittelbar zu finden sind. Die folgende Zwischenbetrachtung wird aber dazu das Ristzeug
geben:

1
Mit u; > List limu(¥ = lim 2", =1

ne—so —poo

Fiir das Folgende hilft uns die Substitution

1+ }—17 = uli - weiter. XXII

Mit »; > 1 ist dann N > 0 und mit wachsendem » wichst dann auch N. Strebt » insbesondere gegen oo,
so tut dies auch N. Aus XXII folgt weiter:

— ‘,n__l

i

1 L)
ln U = lnkl + N

n-(uf—l):i- ln.u, = lnu,l - XXIII

Nun setzen wir als bekannt voraus:

1im(1+-§,~)~ =e und lim In{1+ )J =lne=1.

n—yoo N oo

Aus Formel XXIII folgt dann schiieBlich:

Iny,

fim oo =)= i,

=lny,

Damit kann nun die Konvergenz der Folgen p, und r, bewiesen und ihre Grenzwerte bestimmt werden.
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wr o+ 1 v
lim p, = lim 3 ey
n—yoc n-)“ux(z) _ 1 2
Lar]
tim u,(%) 4+ 1 v,
=lm S
ne o2 ul;lT_ 1) 2
4w
" lny, 2
N
" Iny
FRRY o1
limr, = lim 2-u1:§) !
ndee | pepeo u‘(%)"_ - 2"_1
u('.x")"_l
= lim — v,
n-yse 2
2:1—2 u‘z -1
1 v,

= Y, =
Iny, ' Iny,

Esist also lim p,=lim 7,=R; (vgl. Abschnitt 6.2).
n—yoo n—po0

Aufgrund der Substitutionen XIX ergibt sich nun die Darstellung des Grenzwertes R; als Funktion der
AusgangsgréBen p, und r; (mit p; > r;), was zu zeigen war.

J‘ '5____’_7
R] - vx = pl 1
Iny, Pty pi-n

In——
h

Bemerkung: Vergleicht man die fiir p; <7, und p; > r; ermittelten Grenzwerte R, R, so ergibt sich mit

PO T i

arc cos& arc cos—&
4] I
zunichst
7 2

. Py Py —hR

Ip—————
R h
b
Rl

arc cos Ly
n

Setzt man nun R = R;, sc erhilt man ¢ine in der Funktionentheorie bekannte Beziehung, ndmlich:

pitypi-n XXV

r

Py
arccos——=i-In

n
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TEIL IT - FOLGEN UND SKALEN

1. ERGANZENDE BEMERKUNGEN ZU DEN BEGRIFFEN "HARMONISCHES MITTEL" UND "HARMONISCH
GELEGENE PUNKTE"

1. Wenn die Strecke UU’ das harmonische Mittel aus den Strecken AU’ und BU" ist, so ist aus der
Symmetrie der Figur VII!3 zu vermuten, daf fur die Strecke AB Entsprechendes gilt. In der Tat folgt
dies schon aus der 2. Bemerkung auf Seite15, indem wir die Beziehung

%ﬁ = B0 in die Bezichung

= - umformen.

AU’ BU’

Wenn wir nun die Buchstaben in den Strecken-Bezeichnungen der letzten Beziehung austauschen,
erhalten wir eine Darstellung dieser Bezichung, die mit der ersten in Bezug auf strukturelle
Gesichtspunkte verglichen werden kann (Streckenorientierungen von der Art AU = -UA lassen wir

zunichst auBler acht):

AU _ AU bedeutet: Die Punkte 4, B werden durch die Punkte U, U" harmenisch getrennt.

BU ~ BU’ UL ist das harmonische Mittel aus den Teilstrecken AU und BU".
_qf_‘_ - _U_B; bedeutet: Die Punkte U, U’ werden durch die Punkte A, 8 harmonisch getrennt.
U4 UB " AB ist das harmonische Mitte! aus den Teilstrecken UB und U'B.

Anders geschrieben: Es ist
AU AU UA UB
BU BU' UA'UB

-1 (mit Streckenorientierung)

Mit den vier Punkten eines "harmonischen Wurfes" lassen sich also genau zwei verschiedene har-
monische Mittel bilden, welche ber die vier Punkte nicht hinausfiihren. Ein iber diese Punkte
hinausfuhrender ProzeB wurde im ersten Teil, Abschnitt 4.2 genauer beschrieben.

Wenn wir das Ganze rein rechnerisch beweisen wollen, dann stellt sich zunichst die Frage, ob das
harmonische Mittel 4 aus den Strecken UB und U'B identisch ist mit der Strecke AB. Dies ist nun leicht
zu zeigen. Der Figur VII entnehmen wir zunichst die folgenden Beziehungen:

AU’=BU’-AB
UU =BU’-BU.
AuBerdem ist aufgrund der Voraussetzung UU” harmonisches Mittel aus AU’ und BU', d.h.
yur - 2AUBU”
AU +BU’

Mit diesen Substitutionen 1aBt sich die obige Beziehung in eine soiche fiir 4B uniformen, was im
folgenden Rechengang angedeutet werden soll:

13 giehe Seite 14
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2{BU’- AB)- BU’

U'=BU - BU =g b+ BU’

AB(BU + BU’)=2BU’- BU
2BU-BU"
BU+BU
b. Die beiden harmonischen Mittel UU’ und AB haben im allgmeinen nicht die gleichen Werte. Es erhebt
sich die Frage, ob sie in speziellen Fillen doch gleiche Werte haben konnen. Die gleiche Frage stellt sich
auch fir die am Anfang der 2. und 3. Bemerkung auf Seite 15 beschriebenen Teilverhéltnisse. Diesen
Fragenkomplex wollen wir noch etwas genauer untersuchen und die Ergebnisse zusammenfassen.

AB= ged.

An der Figur VII lesen wir zunéchst die folgenden Bezichungen ab
AU=p BU=g¢g AB=p+gq
Damit ist

BU BU' g
Aus

2BU - BU’

AB= o By
folgt dann weiter:

2q-BU’ ‘i‘(P*‘])
+a= d o
ptq g+ BU’ oder BU s

Ap+
Aus AU'=L£. U’ folgt schlieBlich:  AU’'= E—(E—-*l :
q q-p
Damit lassen sich nun alle vier paarweise méglichen Teilverhéitnisse und die beiden harmonischen Mit-
tel hinsichtlich ihrer Werte vergleichen:

AU BU g-p

L _ P _ _ . o verhaltni
) BUTBU 4 und AU S BU - pig je zwei gleiche Teilverhéltnisse

2
2) UU= ;1% und AB=p+gq zwei verschiedene harm. Mittel

Nun betrachten wir die méglichen Sonderfalle. Sie gibt es tatsdchlich, und zwar, wenn p = q(w/_Z_ - 1)
ist, was leicht nachzupriifen ist.

In diesen Fillen ist

das heiBt, die in Frage kommenden vier Teilverhéltnisse haben alle den gleichen Wert. Demzufolge trifft
dies auch fiir die beiden harmonischen Mittel zu, denn es 1st in diesem Fall auch

2pg
———=p+gq oder UU' = AB
q-p

In der folgenden Zeichnung ist das Prinzip des Sonderfalls gezeichnet bzw. konstruiert:



AU AU’ ' AU BU -1 1
BU T BU AU BUY 1 1+42
UU’ = AB
Konstruktionsdaten:
B AD=x,=1
BC=x, =142
N X P 1

dafp —=—=—"7
50 x, ¢ 1442

AuBerdem wurde AB = p + ¢ = 2 frei bestimmt.

Dann ist AY ! UU'=AB=p+qg=2
ist —— =
B BU 1442’ =pre=
2x.x
und UV =m, =—>—= J2 .
- Figur VIIb . 4 X, +x,

Bemerkung die Symmetrie der Figur VIIb betreffend:
Esist BU=AU"

2. ARITHMETISCHE, GEOMETRISCHE UND HARMONISCHE FOLGEN UND DIE DREI SIE KON~

STITUIERENDEN KLASSISCHEN MITTELBILDUNGEN

Die drei klassischen Mittelbbildungen konstituieren drei wesentliche verschiedene Folgen, fur die wir
zunichst einige Beispiele geben wollen (mit =0, 1,2, ... fiir alle Folgen):

Arithmetische Folgen:
a,= l+n - a,=1234,.
1 4 1 1 13 17 7 5 29

b, = 9+En - b, ==, T

Geometrische Folgen:

c,= 2" - ¢, =12,48]16,. .
8 2‘f 83112 4 8
d =—|= : d === = = — =
. 9(3) ~ ST 9278
Harmonische Folgen
AU S S S R
n 1+n n" ’2’3’4’556’

8 848 2 8 4
.fn_-g:; - fn_1a§ﬂ§:ﬁ9556375'
g = 4 s "41&“2‘1}‘

8 =15 3n Bn =W 020
10 105105 _5 10
- h=1-—————-— ———,510«» -10,-5,....

"“10~-n R AR R ELR M
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2. 1. Erste Charakterisierung der Folgen:

Jedes Glied einer Folge ist entsprechendes Mittel aus den spiegelbildlich zu ihm gelegenen
Folgengliedern. Fiir das Folgende seien ganz allgemein x,, ¥, und z, solche Mittelglieder.

Fiir die arithmetischen Folgen gilt:
xn—-m + xn+m

L =X, = 5 mit m < p;

im Falle x,, = a, ist z.B.

_atag 3+7

a, =5= =
¢ 2 2
Fiir die geometrischen Folgen gilt:

o : .
My =Yy =Yy Vism mit m < n,

also im Falle x,, = d,, 1st z.B.

28

Fiir die harmonische Folgen gilt:

dy =

'\))I»—-

11 11 1) ,
o e | e e e mitm<n,
m, z 2l z z

n n—m n+m )

alsoim Falle x,, = g, ist zB.:
_l__i_lt_l,+_1_)_l(l+i\1
g 2 2\& &) 2\1 1)

2.2. Zweite Charakterisierung der Folgen:

Alle drei Folgen lassen sich auch durch Bedingungen beschreiben, in denen eine fiir sie charakteristische
Konstante maBgebend ist.

Im Falle der arithmetischen Folge ist
Xn ~ Xpi = const fiirallen 21
Beispiel:

4
by - b,y = — =const
45

Im Falle der geometrischen Folge ist:

In_ = const. furallen 21
yn—l
Beispiel:
d, 2
== — = ¢const.
dn-—i 3

Im Falle der harmonischen Folge ist:
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1 1
—_—— =const. firallen > 1
2, 2.,
Beispiel:
1 1 143n 1+3n-1) 3 .
—_— - —_ E- e = nst.
gn gn-l 4 4 4 *

2.3. Dritte uibergreifende Charakterisierung der drei Folgen

Die ersten beiden Charakterisierungen sind &quivalent zueinander, d.h. die eine folgt aus der anderen.
Das 148t sich am zeigen, wenn wir fiir die drei Folgen eine Formel fiir das allgemeine Glied ermitteln.

Arithmetische Folgen mit allgemeinem Glied x,,.

Aufgrund der ersten Charakterisierung gilt

X, + X, , _
X, =~—-’-’-—2—"— furallen 2 2,
woraus sich
x,=2x, ,—x, . rekursiv berechnen I&ft.

Damit 1aft sich x,, aus den Anfangsgliedern x, und x, der Folge wie folgt ermitteln:
Xo = Xo
X, =X
X, =2x% ~ X,
X;=2x,~x, = 2(2xl -xo) - X,
=3x, - 2x,
x, =4x, = 3x,

x, =nx, ~(n-1x,

n

Es ist also: x, =nx, —(n-1)x, firn=0,1,2, ..

Aus dieser Formel lassen sich die zuvor fiir diese Folge gegebenen Charakterisierungen leicht ableiten:

Zur ersten Charakterisierung:
Esist x,—-x,_ =x,-x, = const. fiir alle n 21, oder allgemeiner:

x,—x,,=v(x ~x,) = const fir alle » 2 1 und fiir ein
beliebig, aber fest gewéhltes v (0 < v < n)

Zur zweiten Charakterisierung:

Es gelten zundchst die folgenden Beziehungen:
Xpor =(n+mx, —(n+m-1Dx,
Xy =(n—mx, ~(n-m-1)x,

x,= n x - {(n-1 x,
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Damit folgt dann weiter

X o = X, = HIX, —MX,

X, = X, = MX; = mMX,

Es ist also

Xptm =X = Xp ~ Xpom

Im folgenden seien die charakteristischen Merkmale einer arithmetischen Folge zusammengestelit.

X, =2x,,—x

n-2

x, =nx, —(n-1x,

[\

Zwei allgemeine Bildungsgesetze, rekursiv und explizit

Invananz - Gesetz

Symmetrie - Gesetz

In Bezug auf die beiden anderen Folgen kénnen wir ganz analog vorgehen. Im folgenden sind die

Ergebnisse entsprechend der obigen Gliederung angegeben (im Fall der harmonischen Folgen muf

L _nl .
3= A ausgeschlossen werden.):

geometrische Folgen
mit allgmeinem Glied y,

y, = }’3-1
i .yn—Z
I
Yn= =1
Yo
\V
v \
=2 -(y—‘J = const

yn—v yO

Beispiel: Die Folge d, beginnt mit

den Gliedern y, = % und y, = -}.

Also ist:

und

harmonische Folgen mit
allgemeinem Glied z,

z __zn—] Zny
n
2Zn—2 —Zn—l
Zy 2
0_*1
z =

" nzy,—(n-1z

Beispiel: Die Folge £, beginnt mit den

Gliedemzo= 1 und z, = g—

Also st

und
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3. DIE DEN DREI FOLGENTYPEN ENTSPRECHENDEN SKALENTYPEN

Den drei charakterisierten Folgen lassen sich nun drei verschiedene Typen von Skalen zuordnen, wenn
man den einzelnen Werten der Folge Punkte auf einer Skala zuordnet. Fir die harmonische Folge fy

sicht das zum Beispiel wie folgt aus:

_ 1 8 4 8
0 2 11 S 9 1
{ [ T B I O ! l
f Tt T 1 ] !
= oo FEE E K K,

Entspechend den drei Folgen ergeben sich so drei Typen von Skalen:

1. Die additive Skala entspricht einer arithmetischen Folge, auch Skale des Schrittmafies genannt.

2. Die multiplikative Skala entspricht einer geometrischen Folge, Skala des WachstumsmafSes genannt.
3. Die harmonische Skala entspricht einer harmonischen Folge. Die obige Skala ist eine solche.

Alle drei Skalen lassen sich in Gedankenginge und Konstruktionen der projektiven Geometrie
einordnen. Es ist sehr tehrreich, die entsprechende Literatur iiber diesen Zusammenhang zu studieren.14
Wir iibernehmen hier einige dieser Ergebnisse und konstruieren jeweils ein Beispiel fir die drei

Skalentypen:

Die Skala des Schrittmafes (entsprechend einer arithmetischen Folge x,):

S, S,
4 W V4 S
# N A
RS
y Po/ P1 f[é_\ Py p
PANANN
! \ \
/ |/ \
/2R B\ TN
| \ N
A / '/ y N a
Ao A, Ao Ay

Hier erkennt man unmittelbar aufgrund der ersten beiden Strahlensitze (mita || p || 5):

4d, A% (2. Strahlensatz; Scheitel P»)
e . Strahlensatz; Sc 2
53, PS, z, Scheite
AF AR :
——%£ = —— (1. Strahlensatz; Scheitel 4,)
BS,  PS,

AP A4 .

—— =——— (2. Strahlensatz; Scheitel P;)
PISI SISZ

14 A Bembhard; Projektive Geometrie, Stuttgart 1984, Kapitel 14 u. 18
L. Locher-Ernst; Raum und Gegenraum, Domach 1957, 21. Kapitel {Die drei Urskalen)
R. Ziegler, Mathematik und Geisteswissenschaft, Dornach 1992, Kapitel Il (Zur geom. Unendlichkeit)
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Damit ist also 4.4, Aod,

allgemein Apdn = Ady = d = const

Die Skala des Wachstumsmafes (entsprechend einer geometrischen Folge):

Auch hier erkennt man unmittelbar aufgrund des dritten Strahlensatzes (mit s || g):

UG, VS
?J—(i- = ?/E;_ (3. Strahlensatz; Scheitel P3)
uGg, VS
—,l= f (3. Strahlensatz; Scheitel P}
uG, Vs,
Es ist also
UG, UG,
UG, UG,
Allgemein:
UG UG
2 = —— = g = const
uG,, UG,

Die Skala des harmonischen Maf3es (entsprechend einer harmonischen Folge):

Fiir das Folgende beniitzen wir als Voraussetzung die Resultate aus den Bemerkungen zu Figur VIS
und die harmonischen Lagebeziehungen, wie sie am vollstindigen Viereck (bzw. Vierseit) auftreten 16

Wie wir gesehen haben ist eine harmonische Folge z, durch die Anfangswerte zo und z; bestimmt.17
Diese Werte bestimmen zusammen mit dem Wert 0 drei Punkte auf der zu konstruierenden Skala,
wodurch im projektiven Sinn ein eindeutiger Durchlaufungs-Sinn auf der Skala festliegt. Dabei
entspricht die Folge 0, zg, z} dem einen, die Folge 0, z), zg dem anderen Durchlaufungs-Sinn. Wir
beschrinken uns hier zundchst auf den Fall z; < z,, d.h. z; liegt zwischen 0 und z, (vgl. die folgende
Skizze). In diesem Fall handelt es sich also um ecine monoton fallende harmonische Folge. Der zur

15 giehe Seite 14
16 vgl. dazu z.B. A. Bernhard, Projektive Geometrie, Stuttgart 1984, Kapitel 18
17 vgl. Seite 57
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" “konstruierende vierte harmonische Punkt Z,, der z; entspricht, liegt dann zwischen O und Z;, wobei wir

die den Werten z, entsprechenden Punkte auf der Skala mit grofen Buchstaben geschrieben haben und
dies weiter so handhaben wollen.

Konstruktionskizze:

4 Der Punkt Z, wurde so konstruiert, daf3

’/ 0z oz
4 Z, 222 ={-) Z, Z(; ist (mit Streckenorientiertheit),
N

Z, 2

d.h. die Strecke 0Z; wird innen und auBen im gleichen Verhaltnis
geteilt. AuBerdem ist dann OZ, das harmonische Mittel aus den
I Strecken OZ, und OZ,, also

..._.’O y

2:02Z,-0Z,

/
& 0z, ="

0Z,+0Z,

Im folgenden wurde die der harmonischen Folge z, = ¢, = 171;,; entsprechende Skala konstruiert. Dabei

wurde das zuvor beschriebene Konstruktionsprinzip wiederholt angewandt.
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Bemerkungen: Auf die Saitenldnge des Monochords bezogen handelt es sich dabei um die Skala der
Obertone. Stets gilt dann:

0z, = 2:0Z,_,-0Z_, _1
0z, ,+0Z,, n+l

firn=1,2,3, .. wobei OZ,=1

Beziiglich der zuvor beschricbenen Skala, welche als relative Saitenldngen auf dem Monochord
interpretiert den Ténen einer Obertonreihe entspricht, ist noch folgendes bemerkenswert:

1 Folge harmon. Punktwiirfe Fo?ge d;"f Werte des
n Z, =€, =g 0.2, Zues, Zoes Teilver. altmspg;re: o,
s —
Zn+lzn+2 - (—)m

0 1 0 1 -é— - -%— =7

1 I 1 1 _
! 2 0 37 3 % 3=3

1 1 1 1 —
2 3 0 3 7 3 4=4

1 1 1 1
& [ 0 % w2 73 n+2=n+2

Wir entnehmen die elementare Tatsache, da mit der karmonischen Progression der Obertonreihe eine
Folge von Teilverhaltnissen verkniipft ist, die als arithmetische Progression die entspr. Untertonreihe bildet. '8

Bei der Folge z, =h, = 13)9” istzo=1und z, = -150—. Hier ist also z; > z,. Sehr zu empfehlen ist die

Konstruktion einer entsprechenden Skala auch in diesem Fall.

4. PROPORTIONEN DER DUR-TON-INTERVALLE

Die Saite eines Monochords werde z.B. auf den Grundton ¢ gestimmt. Beim Zupfen der Saite schwingt
sie dann mit der Frequenz 128 Hz. Bestimmt man nun rein durch genaues Horen die relativen
Saitenlingen, die den einzelnen Tonintervalien einer Dur-Tonleiter entsprechen, so filhrt dies zu einer
Dur-Tonskala auf der Saite. Diese Dur-Tonskala mit ihren relativen Saitenldngen hat in Verhéltnis-
Zahlen geschrieben das folgende Aussehen (reine physikalische Stimmung):

Prim

grofie Sekunde

grofe Terz

Quarte

Quinte

grofie Sext

: 15 grofie Septime

2 Oktave

e g o 0 o0
W W s O

_— 00 W N W B

[¢]

18 vgl. dazu auch Abschnitt 8.
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Nun ist 24 das kleinste gemeinsame Vielfache aus den Zihlern der obigen Verhiltniszahlen, weshalb wir
das Ganze in einer fortlaufenden Propertion schreiben kénnen:

24:27:30:32:36:40:45:48
Hier entspricht z.B. der speziellen Proportion 24 : 32 =3 : 4 die Quart. ~

Die Skala der relativen Saitenldngen der Dur-Tonskala hat dann folgendes Aussehen:

i }
i

0

OI00 ==
|t i

!
¥
4
5

IR

5. HARMONISCHE MITTELBILDUNGEN IM ZUSAMMENHANG MIT DER DUR-TONSKALA

5.1. Rechnerische Grundlagen

Ausgehend von den drei ersten Intervallen der Dur-Tonskala stellen wir zunédchst das folgende fest:

% ist das harmonische Mittel von 4~ und 4
4n " 1 _2_
5 - und 3
2 u " 1. 1
5 - und >

Setzt man diese Reihe (genauer: Folge) im gleichen Sinne fort, dann fuhrt dies auf eine bemerkenswerte
Proportionenfolge, welche charakteristische Intervalle der Dur-Tonskala entsprechen. Natiirlich ist diese
Folge dann keine harmonische Folge im engeren Sinn. Ihr Bildungsgesetz wollen wir jetzt algebraisch
fassen. Es sei zp = 1, z,, das schon bekannte harmonische Mittel aus zp und der gesuchten neuen
Verhéltniszahi z,. Dann gilt:

_ 2242, 22,
1" -
Zy+z, 14z,

3

woraus sich z, rekursiv berechnen 1aft:

, Beispiel:
2, =] (n=2,3,.) 2, =%
2 - zn—-l 4
_ 3 _2
Es ist alsc: 5= 1+3 73
|
275 z,
) Z
Z, = =
YU 2-z, 4-3 Fir aligemeine Anfangswerte 2, und z;
2, z, sicht die Formel wie folgt aus:
24—2—-23“8—-723 7 = 204y
. . n 2n-l Zo _ (2n—1 - l)zl
2 -1
z = R - ! wobei: 2 ——<1
n 2_ Zn_} 27)—1 __(2n~1 _ 1)Zl zl 2

Mitz, = % {und zo = 1) ist dann:
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8 1
Z = =
"8+ 2mt 427

Errechnet man auf diese Weise die Werte der Folge z, ausgehend von z; = % (und z, = %), so ergibt

sich die folgende Proportionenfolge:

I:1 Prim

8:9 groBe Sekunde

4:5 grofe Terz Erlepbare Inte‘rvalle der Pur-Tonskala
in einem Bereich von etwas mehr als

2:3 Quinte drei Oktaven. (Stimmumfang der

1:2 Oktave menschlichen Stimme)

1:3 Quinte der Oktave (Duodezime)

1:5 Terz der Doppeloktave

1:9 Sekunde der dreifachen Oktave ]

Als fortlaufende Proportion geschrieben, sieht dies wie folgt aus:
8§:9:10:12:16:24:40:72

Von den "fehlenden” Intervallen treten die Mollterz, die Quart und die Sext als Unterproportionen auf,
bemerkenswerterweise aber nicht die Septime:

Mollterz 10:12 = 5. 6
Quart 9:12= 12:16=3:4
Sext : 24 :40= 3. 5

Interpretiert man wiederum die obige Proportionenfolge als relative Saitenlangen einer Skala, so erkennt
man ihre Symmetrie zur Mitte (Oktave bei z4 =%), Eine Indexverschiebung v = n — 4 bringt dies auch

formelmaBig zum Ausdruck. Es ist dann

1

= irv=0,%1,%£2%+3,..
113" Vy firv=0,£1,+2,+3,

zn = 2v+4 =

Die Skala ist also theoretisch "nach vorne" und auch "zuriick” erweiterbar. Doch fithrt dies aus dem
Bereich der unmittelbar erlebbaren Intervalle hinaus.

0 ... % % % 0 Yy Ya Ys Zy

} i ! [ ! ] ! 1 ]

{ 1 t T 1 t ] 1 i

0 1 1 1 1 2 4 8 1

9 5 3 2 3 5 9 1
H 1 — i 1 = 1
VI_IEE‘, 1+2¥ 0 ‘,I_I_,IE, 2y 1

Entsprechend den vierfachen Charakterisierungen der Folgen auf den Seite 57ff konnen wir auch hier
vier Gesetze fiir die obige Folge z, angeben.

Zn-1
==l =2,3,... . P
s Z, (n ) } Zwei allgemeine Bildungsgesetze,
rekursiv und explizit

1
Z,,=T:2—;‘:7 (n=1,2,3,...)



63

*ﬂl—'—}iv—i=2=const’ ‘
=y, ¥y ‘ T}L o Invanianz - Gesetz (mit Index v
+y_ dv=n_4) _ geschrieben)
Yo = X—”—EZ:X- (und v=n-4) Symmetrie - Gesetz
Bemerkung:

Wenn z,_; das harmonische Mittel von z, und z, ist, dann ist aufgrund der Darstellungen des ersten
Abschnittes in Teil II z; - z, harmonisches Mittel von zo — z,; und z,.1° Eine Gegeniiberstellung beider
Folgen zeigt ihre Gegenlaufigkeit:

143 n—» —oco 1 2 3 4 5 6 7 8 1~ +oo
. 1620 8 4 2 1 1 1 1
Zps | L 17 s |3 | 5|23 |35 |9 0
. 1 1 1 1 2 4 B |16
Zo~ 2z, | 0;... 5 3 2 | 35| 9 |17 1

Den Folgen der beiden harmonischen Mittel entsprechen die beiden Durchlaufungssinne der zugehérigen
Skala.

5.2 Verschiedene Konstruktionen einer entsprechenden Skala

Solche Skalen kénnen sehr schén mit den an der Figur VII entwickelten Konstruktionsprinzipien
gezeichnet bzw. konstruiert werden. Bei den folgenden beiden Zeichnungen sind verschiedene Formen
der Konstruktion des harmonischen Mittels angewandt worden.

19 vgl. dazu die Konstruktionsskizze zu Figur [a auf Seite 60

i 16
20 Fur n =0 liegt insofern eine Besonderheit vor als fir #=0 z, = —1*:2-:4- =17 #1=02Z, ist.
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1. Konstruktion 2!

Gegeben: Gesucht: Die folgende Konstruktionsskizze zu Figur I zeigt, wie
Zo= 1=BC 2. =AD man aus 2o = BC und z,; = UV die Strecke z, = AD so
z = ;g- konstruieren kann, daB z,, harmonisches Mittel von z
2= 4 und z, ist. Mit US = VS ist dann

5

7, == furn=2,3,4,..

n—1

Zp = bl

Konstruktionsskizze:

\ K i
W u
Vi

>
N
O

c
i

5 Figurl

N Qe

0 1:16 18 1:1

21 vgl. die Charakteristik der Figur VIla, auf Seite 14, sowie die anschlieflenden Bemerkungen
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2. Konstruktion

Konstruktionskizze zu Figur Ia:2?

Gegeben: Gesucht:
= 1=02Z, Z,=0Z,
= &
5= )
2y = %
2y = OZn-l

%  Die nebenstehende Konstruktionsskizze zu Fig. la

stiitzt sich auf die dritte Bemerkung zu Figur VII
auf Seite 14 und zeigt, wie man aus z, = OZ;, und z,, = OZ,, die Strecke z, = OZ, so konstruieren
Zn-t

kann, daf} z, harmonisches Mittel von z; und z,, ist. Es ist dann furalle n =2, 3, 4,... stets z, = é-—--—.
- Zn-l

v Figurla

Bemerkung: Man vergleiche die Konstruktion mit der Konstruktion der harmonischen Skala (Seite 60).

2 vgl. dazu das Konstruktionsprinzip fiir den vierten harmonischen Punkt Z,, aus den drei gegebenen Punkten O, Zg
und Z,,_1 auf Seite 60.
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9%y
2n—lzo __(zn-—l _ 1)21
1. Es ist aufschluBreich, die obige Proportionenfolge z, fiir verschiedene Anfangswerte z, und z; zu
studieren: Fiir alle Folgen ist zundchst n=1,2,3....

6. EINIGE BEMERKUNGEN ZU DER PROPORTIONENFOLGE z,, =

) 3
a) z,=1(Prim) undzl=%(Quart) - zn=§:_—z~g
1. 33333 3 3
2 L 40571119035 77 O
— 8 (pu _4 __ 8
b.) zo——g-(an)undzl—-—S— 4 Zn_mj
;8. 4888 88 8
n 9o 501001317025 4173
. 5
c) zy=1(Prim)und z, = % (Moll-Terz) - Zn = 5
1. 33335 5 3 5
Zy L 5950135313775+ O
d) 1 (Prim) und & (gr. Sekunde) - 8 1
. Zn = nmyund z, = g T. SEKuUnde zZ,= =
G 1 g g n 8+2n——1 1+2n-4
. 8421111
Zn.l, 55?;3;2;3 §:G> aO
40 5
_5 - 40 - -
e) z=3und z =3 7 BT g2 1427
5. 404105515
Z; 5. R 420331 2,0

Nun fassen wir einige Eigenschaften dieser Folgen — vor allem im Hinblick auf ihre zugeordneten
Skalen - ins Auge. Die Skalen haben entsprechend der obigen Reihenfolge folgendes Aussehen:

0 <+ 7, 7, — 7

[ ] i ! ! | j

51 S S T A |

0'.'7 S 139 11 7 k3 4 !

O <~ 7, 12,

| Il 1 } | } 1 { §

¥ 1 ¥ _é- ‘R T ?II 4 ‘é.

o & & £ it 3O T 9

O <t Zy 7y > 7,

————1 ——t——] |

0 % 7 0 ¥ 5 % !

O L, ¥, 7y

1 | i | i ! H H

r 1 Ll T T T I T 1

N

0 7y z 74

f i | : : i ]
5 ; 40 5

RS T} 3 # g L

Das Konstruktionsprinzip fiir diese Skalen wurde im vorangehenden Abschnitt 5a genau beschrieben.

2. Betrachtet man die obigen Folgen nicht nur fir n = 1, 2, 3,..., — wie dies gewohnlich geschiecht -
sondern fiir alle n = 0, 1, £2, £3,...., dann liegen die zugeordneten Punkte der Skala alle zwischen
den "Grenzpunkten" O und Z, der endlichen Strecke OZ, wobei sich die Folge der Skalenpunkte gegen
die Grenzpunkte hin unbegrenzt verdichtet. Eine solche Skala nennen wir "vollstindig".
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3. Den Grenzpunkten O und Z, entsprechen die Grenzwerte der Folge z, fiir n— too:

lim z, = lim %% ={ Es ist dabei zu beachten, dab z, fir » = 0 den Skalen-
n—+oo B—pboo 2"‘1( —_ )+ 2
zo 4 Zl hZOZI . .
wert ———— ergibt und nicht etwa z, selbst.
lim z, = lim ——=3 =54, Lt
n-3—co neytoe 70— 7 + 4 0
2n—1 ) 4

4. Unter den funf angefithrten Folgen gibt es solche mit symmetrischem Charakter, d.h. solche, bei
denen fur irgend ein n = m 2 2 gz, =% und deshalb auch z, ., - zg = Zm — Zuwen (fUr

n'=1,72..,m-1)ist, was leicht zu zeigen wire. Die Folgen d) und e) haben diese Eigenschaft.

5. Alle iiberhaupt méglichen symmetrischen Skalen, welche der Ausgangsformel entsprechen, haben die
Eigenschaft, daB sie durch proportionale Streckung oder Stauchung auseinander hervorgehen. Es 1aBt
sich zeigen, daB die Folgen, die diesen Skalen zugrunde liegen, das allgemeine Bildungsgesetz

2m~X 1 -

. ‘0
z = Z, = —z mitz_=--  haben
n 2n-)+2m—1 0 l+2mn 2 » 2

2z, tritt dabei als Proportionalititsfaktor auf.

6. Fithrt man in dem letztgenannten Bildungsgesetz eine Indexverschiebung von der Form v = m - n
durch, so ergibt sich die Nomalform dieser Folgen:

z
Z, =z _, ==y, fur v=011%2,...
1+2

So gesehen lassen sich die zugeordneten Skalen von der Mitte her (fiir v =0 oder n = m) aufbauen.

7. Unter 5.2 haben wir die Skala der Folge y, ==+ bzw z, = auf verschiedene Weise

1
142" Tt
konstruiert. Es ist bemerkenswert, daB alle dibrigen moglichen symmetrischen Skalen aus dieser
"musikalischen Urskala" maBstiblich hervorgehen.

8. Zum Abschluf} vergleichen wir noch die Folgen von d) und e):

84 2 1 1 1 1
z: L ..g.% s A 2 T G 0

Folge d) "szizzgzz
oder §3..5.7612-16+24 40 72++-0

. . 40 4 5 o
Zn. 1,27, 3, 9 ) 6’ 9, 3, 27,
40

27. 40 40 40 40 40 40 40
oder £4%...57.39-3¢ 48 721203160

10 5 5 1 5 0
Folge ¢)

Die daraus resultierenden fortlaufenden Proportionen sind dann fiir beide Folgen — abgesehen vom
Proportionalititsfaktor 3 - die gleichen:

8:9:10:12:16:24:40:72 = 24:27:36:48:72:120:216

Auch erkennt man unmittelbar, daB die Folge ¢) — abgesehen vom ersten Glied aus — derjenigen von d)
durch Multiplikation mit dem Proportionalititsfaktor z =% hervorgeht.
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7. ARITHMETISCHE MITTEBILDUNG UND DIE TITIUS-BODE-REIHE

7.1. Rechnerische Grundlagen

Aus dem Bereich der Astronomie kennen wir die sogenannte Titius-Bode-Reihe in der Form
x, =04+0,3-2" die fiir folgende Werte von n gilt: —oo, 0, 1, 2, ..., 8. Diese Reihe gibt im
heliozentrischen Weltbild die mittleren Planetenabstinde von der Sonne in Astronomischen Einheiten
(1AE = mittl. Entfernung Erde-Sonne ~ 149.Mill. km) an. Welche GesetzmiBigkeiten liegen dieser
Formel arithmetisch zugrunde? Um dieser Frage niher zukommen, bilden wir eine vergleichbar dhnliche
Proportionenfolge wie unter 5.23, aber jetzt mittels arithmetischer Mittelbildungen: Es sei xo und x;
gegeben (0 < xo< x,), x,; sei das schon bekannte arithmetische Mittel aus x und dem gesuchten x,,. Es
ist also

_Xotx,
1= 2 >

woraus sich x, = 2x,_, —x, (fir n =2, 3, 4, ..) rekursiv berechnen laft.

X

Daraus ergibt sich dann weiter die Folge:
Xo = Xg
X, =X
Xy =2X, =X,
Xy =2x, —Xq =4x, —3x,

x,=2x, —x,=2""x —(2m —~l)x0
Es ist also

xn=2""(x1—xo)+xo firn=1,2,3, ..
Bezogen auf die konkreten planetarischen Gegebenheiten ist dann x = 0,4 (Entfernung Sonne-Merkur)
und x; = 0,7 (Entfernung Sonne-Venus), so da sich daraus die Titius-Bode-Folge x,=0,4+0,3- 2!
firn=1,2,3, .., 9 ergibt, wobei x, = 0,4 der Grenzwert der Folge x, fir n — —oo ist.
Wir bemerken noch ausdriicklich, daB dic Folge x, zwar aus arithmetischen Mittelbildungen hervorgeht,
aber als solche keine eigentliche arithmetische Folge ist.

Setzt man fiir die Planetenldufe um die Sonne Kreisbahnen voraus, dann ergibt sich fiir die mittleren
(kiirzesten) Abstinde benachbarter Planeten auf ihren Bahnen der jeweilige Abstand zu

x,—x_,=032"" firn=2,3,..9.

Daraus folgt weiter:

X, =X
S A= SRS | fuirn=34, ...9.

xn—l - xn—Z

Es ist bemerkenswert, daB die Titius-Bode Reihe aus einer Folge von solchen speziellen arithmetischen
Mittelbildungen hervorgeht. Auch hier lassen sich wieder wie in Abschnitt 5.1 vier charakteristische
Merkmale der Folge angeben.

23 Siehe Abschnitt 5.1.
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X,=2x,_, —X : . . . .
? o Zwei allgemeine Bildungsgesetze, rekursiv und explizit

x,=2""x, —x,)+x,

X, =X
il -9 = const firn=34, .9 Invarianz - Gesetz
xn—l - xn—2
Xo+X .
X, = > 2 fuirn=1,2,..9 Symmetrie - Gesetz

Die letzten beiden Gesetze sind hinsichtlich ihrer Reichweite auf die konkreten planetarischen
Gegebenheiten bezogen.

Anmerkung;

Setzt man in der Formel x, =2"" (x1 ~ X, )+ X, fiir xo und x, die folgenden Werte ein:

Xo =1:1 Frequenzverhiltnis der Prim
Xy

Il

1
% =0:8 Frequenzverhiltnis des Intervalls der gr. Sekunde
so ergibt sich zunichst: x, =1+ 2% firn=1,2,3, .. und damit eine speziclle uns schon bekannte

Intervalifolge der Dur-Ton-Leiter (als Freqeunz-Verhdlinis-Folge).

X1 =

X3 =
X4 =
X5 =
X6 =

O W W N W O
e mem e N B OQ

X7 =

Als Ergebnis erkennen wir zweierlei:
1. Die Werte der Freqenzverhilitnsfolge sind die Kehrwerte der in Abschnitt 5.1 beschriebenen Folge.

2. Das Bildungsgesetz der Titius-Bode-Folge ist das gleiche wi¢ dasjenige der obigen Folge.

7.2. Tabellarische Vergleiche von Planetenabstinden

In der folgenden Tabelle sind in zwei Spalten die berechneten Abstinde der Planeten von der Sonne im
heliozentrischen Weltbild tabelliert, und zwar in Astronomischen Einheiten. Die eine Spalte wurde
aufgrund von x,, die entsprechende andere Spalte aufgrund von x;, = g* +g- 2" berechnet, wobei g die

Zahl des Goldenen Schnitts ist, die sich aus g = ,—fg berechnen 1dBt. Zum Vergleich finden sich in einer

dritten Spalte die wirklichen mittleren Abstiande der Planeten von der Sonne.
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Entfernungen zur | Differenzen | Mod. Werte der | Entfernung gemab der
. Sonne in AE nach der Ent- Entfernung Folge Entfermmgs-
n | Planeten . ] . .
folge Titius-Bode gemi | fernungen (mittl, o =gt - differenzen
x,=04+03-2" Halbachsen) =8 t& 4
oo | Y 0,4 0,387 g =1-g | 039
0,3 g/2
— . 2
0 Q 0,7 0,723 1 5 0,69
0,3 g/2
i & 1 i 1 1
0,6 g
2 d 1,6 1,524 1+g 1,61
1,2 2g
3 | Flane- 2,8 2,232 143g 2,85
toiden
2.4 4g
4 2 5,2 5,203 1+7g 5,33
4,8 8g
5 T, 10 9,539 1+15g 10,27
9,6 16g
6 S 19,6 19,191 1+31g 20,16
19,2 32g
7 ) 38,8 30,061 1+63g 39,94
384 64g
8 B 77,2 39,529 1+127g 79,49

7.3. Konstruktion der Planetenabstinde im Heliozentrischen Weltbild gemdf3 der Titius-Bode Folge

Das Konstruktionsprinzip griindet sich auf den beschriebenen RechenprozeB mittels arithmetischer
Mittelbildungen, der zur Titius-Bode Folge x, = 0,4+0,3-2” fuhrt:

S
S,/
P/ B P3 b
\\

A
/ J -]
? ] kY
AO Al AZ A3

Konstruktiosprinzip mit Skizze:

Voraussetzungen:
A A = A4, und p“s

Damit ist
44 _RP,
44, PP,
PP, _ Aok
PP, 4,4,
woraus

A4, = A, A, etc. folgt.

(3. Strahlensatz, Scheitel S,)

(3. Strahlensatz, Scheitel Sy
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8. EINIGE HISTORISCHE HINWEISE ZU DEN DREI KLASSISCHEN MITTELBILDUNGEN, VOR ALLEM IM
HINBLICK AUF DIE GRIECHISCHE HARMONIELEHRE:

Nach pythagordischer Auffassung driickt sich dic Harmonie der Natur in der Einheit von
arithmetischen, geometrischen und musikalischen Proportionen aus. Auf dieser Basis wurden vier
mathematische Disziplinen gepflegt (das sogenannte Quadrivium). Diese vier Disziplinen umfafiten
Arithmetik, Geometrie, Musik und Astronomie. Kennzeichnend fiir die griechische Mathematik war das
Streben nach Vollkommenheiten. Vollkommenheit bestand nach Auffassung der griechischen
Mathematiker in einem inneren Merkmal der Ideen, welche sich vor allem in dem Reichtum an
bemerkenswerten "Eigenschaften” manifestiert. Dazu zwei Beispiele:

1. Bei den Pythagorsern nimmt die Tetraktys (Vierheit) der ersten vier Zahlen eine Sonderstellung ein.
Addiert man sie, so erhilt man die Zahl 10. Von ihr sagt Speusippos ( um 350 v.Chr.) sie besitze
mehrere Merkmale um vollkommen zu sein. Zhlen wir einige sclche auf:

a. Unter den ersten 10 Zahlen gibt es ebensoviele gerade wie ungerade Zahlen.
b. Die ersten 10 Zahlen enthalten ebensoviele Primzahlen (1, 2, 3, 5, 7, )?* wie Nicht-Primzahlen (4,
6, 8,9, 10)

c. Die eingangs beschricbene Einheit driickt sich bei der Tetraktys dadurch aus, daB sie arithmetisch
die Zehnzah! erzeugt (1 + 2 + 3 + 4 = 10), geometrisch ein regulares Dreieck bildet, musikalisch
den vier Saiten der Lyra, namlich Hypate, Mese, Paramese und 4 ®

Nete zugeordnet wird, die auftretenden Proportionen dabei den 2 Py 1:2
harmonischen Klangen der Oktave (1:2), Quint (2:3) und der 3 ® 2:3
Quarte (3:4) entsprechen. 4 @ e o o 3:4

2. Euklid (um 300 v. Chr.) nannte die Einheit von arithmetischen, geometrischen und musikalischen
Proportionen Logos. Pythagoras konnte am Monochord zeigen, daB die Tetraktys aus den Zahlen 12, 9,
8, 6 eine solche Einheit ist. Der besondere Charakter dieser Einheit zeigt sich durch das Folgende:

Eine Saite des Monochords werde in 12 gleiche Teile als Strecke geteilt. Von der Zahl 12 kénnen
namlich in ganzen Zahlen die Halfte, Zweidrittel und Dreiviertel gebildet werden, die den verkiirzten
Léngen 6, 8 und 9 der ganzen Saite mit ihrer Lange 12 ensprechen. Dabei ist 9 die arithmetische, 8 die
harmonische Mitte zwischen 6 und 12. Den Zahlen 6, 8, 9 und 12 entsprechen im Bereiche einer Oktave
die Intervalle (vgl auch gezeichnete Skala):

6:12 = 1:2 Oktave

8:12 =2:3  Quint L] | - {
9:12 =3:4 Quart 0 1 6 8 9 12
12:12 = 1:1  PrimDazu vier

24 Yeute gehort die Zahl 1 nicht mehr zu den Primzahlen
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Bemerkungen:

1. Die durch die Ausgangszahlen a = 6 und b = 12 bestimmten arithmetischen und geometrischen Mittel
mg =9 und my, = 8 bilden die Proportion

9:12=6:8
oder m, . b=a:m.
Damit gilt auch unter Zuhilfenahme des geometrischen Mittels von a und &:
mg*=mg - my,

2. Durch gleichzeitige arithmetische und harmonische Teilung der Oktave erhalten wir auf diese Weise
das fiir alle griechische Musiktheorie grundlegende Quint-Quart-Geriist auf der Saitenskala:

Quint Qurt
~ o arithmetische
| | | | Proportion
1
l I i ! harmonische
0 1 é 8,\ 9 Jl 2 Proportion
 a . " anntl
Quart Quint

Hierbei ist noch das Aufireten des Differenzenintervalls 8 : 9 als Ergebnis der beiden Teilungen von
Bedeutung. Es entspricht dem Ganzton der groBen Sekunde.

3. In seinen Kommentar zur Kleineren Arithmetik des Nikomachus (um 400 v.Chr)) schildert
Iamblichus (300 v.Chr.) eine Figur in Gestalt eines Lambda A, das héchstwahrscheinlich schon den
Pythagoriern bekannt war. An der Spitze der Figur steht die Einheit, an den beiden Seiten stehen die

Zahlenfolgen 2, 3, 4, ... bzw. £,%,%,% ..., die der Untertonreihe, bzw. der Obertonreihe entsprechen.
1 Bei der Folge 1, 2, 3, 4, 5, ... ist

2 1 sog. pythagordisches jedes Glied das arithmetische

3 1 Lambdoma Mittel aus seinen symmetrisch zu

ihm liegenden "Nachbargliedern".

Ganz entsprechendes giit fur die

Folge 1,3,%,+... hinsichtlich des

FN

“ni—

harmonischen Mittels.
In der obigen Form fehlt dem Lambdoma noch seine "Fiillung". Diese Fillung kann durch folgenden
ProzeB erziehlt werden:
Ausgehend z. B. von einem Ton der Obertonreihe ;1; kann eine Untertonreihe in der folgenden Weise

gefunden werden:
123 4

L (vgl. in der folgenden Figur: von rechts nach links abwirts)

Entsprechend kann man von einem Ton ¥ der Untertonreihe ausgehend eine Obertonreihe bilden:

e
[P

4
3

(vgl. in der folgenden Figur: von links nach rechts abwirts)

e

b k4 b

Man verfolge diese Bildungen als Fiillung des Lambdomas in der folgenden vollstéindigen Figur II
25.

25 Vgl.: Dr. Hans Kayser, Akroasis, die Lehre von der Harmonik der Welt; Stuttgart 1964
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1.1
c
261 1:2 / Untertonreihe zu 1:3
c
Obert he zu 4:1
ertonreihe zu 31 0in 13
\ F, ¢ 8 Proportionen als
4:1 3:2 2:3 1:4 Saitenlangen
C, F g c" interpretiert
5:1 42 3:3 2:4 1:5
As,, C. - c c' e"
6:1 5:2° 43 3:4 2:5 1:6
Fn AS, G f e' g“
A 62 5E3 4:4 3:5 2:6 17
”» , S c a g -b"
K// \\\\

Pythagoriisches Lambdoma bis zum Index 7 entwickelt  Figur If

Das Diagramm besteht aus einem Netz von einander kreuzenden Ober- und Untertonreihen und kann
so als Darstellung einer natiirlichen Ordnung der Téne interpretiert werden. Man braucht dazu nur
die Zahlenverhiltnisse des Diagrammes als Tonzahlen zu deuten (vgl. obiges Diagramm).

Alle drei klassischen Mittelbildungen kommen in unseren Diagramm vor. Wihrend den Unterton-
reihen (von rechts oben nach links unten verlaufend) arithmetische, den Obertonreihen (von links
oben nach rechts unten verlaufend) harmonische Proportionen zugrunde liegen, bilden die
Proportionen der Mittelachse 2 das Geichgewicht, indem sie das geometrische Mittel
von je zwei in der Horizontalen spiegelbildlich zueinander liegenden Proportionen bilden. (Vgl. auch
Bemerkung 4)

Bemerkenswert ist nun, dafl im 19. Jahrhundert das beschriebene Lambdoma von verschiedenen
Forschern, und zwar unabhingig voneinander und auf ganz verschiedenen wissenschaftlichen
Gebieten entdeckt, ja eigentlich wiederentdeckt wurde:

Im Gebiet der Harmonik durch Albert von Thimus ("Harmonikale Symbolik des Altertums
1868™)

im Gebiet der Mathematik (im Zusammenhang des Beweises der Abzihlbarkeit der rationalen
Zahlen ) durch Georg Cantor (1845-1918)

Im Gebiet der Kristallographie (im Zusammenhang mit der Struktur der Flichenbildung bei
Kristallen) durch Viktor Moritz Goldschmidt (1888-1947) ("iber Complication und

Displikation™)

Unterton- und Obertonskala stehen in einem polaren Verhaltnis. Dies kann sehr schon durch eine
polar-reziproke Spiegelung am Kreis veranschaulicht werden.
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%P 55

.

arithmetische Skala

//’——( 1 ................................................
/ harmonische Skala
/
i 1 ‘
MB =1
Figur lla Figur 1Ib
Es gilt (vgl. Figur IIa): MP'-MP = (MB)2 =] (Kathetensatz)

Aus MP = n folgt dann MP'=;Lt.
Die beiden Skalen gehen dann durch polar-reziproke Abbildung auseinander hervor. Es ist dann
~MP-MP' =\/~}?n =1. Das ist aber das geometrische Mittel aus zwei zueinander polar-

reziproken Skalenpunkten.
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9. PROZESSE DIE AUS WECHSELSEITIGEN BEZIEHUNGEN DER DREI KLASSISCHEN MITTELBILDUNGEN
HERVORGEHEN UND WEITERE ERGANZUNGEN

1. Gegeben seien die GroBen x, und yy mit x; >y, > 0. Jeweils zwei der drei klassischen Mittelbildungen
sollen nun fiir die folgenden drei Prozesse herangezogen werden:

1. Prozef 2. ProzeB
Xty 2x,y, x. +
X, = ——— = _45+tn - -
2 2 V2 X+ X, = 2 Y2 =% N
=Jc2+y2 =2x2y2 x_x2+y2 I
3 > 3 X, +9, 35T, Y3 =X Vs
__.._..x"‘ + 2 zx"’" " X +yn— -
n= : y : n= : y * xn=—.~_—~]_ yn= xn—l'yml
2 xn-—l +ynv-1 2
3. ProzeB
y 2x,y,
Xy =X 0 y =TT
X, + ¥,
— 2x,y,
X3 =Xy )2 Y=
X+,

—— 2%, 1 Y
xn= xn—l~yn-l ynz i 1

xn—-l + Y n-1
Fithrt man diese Prozesse zunichst an einem Beispiel durch, etwa fiir x; = 18 und y, = 4, so bemerkt
man die Konvergenz dieser Folgen, wobei fur jeden Prozef gilt:

lim x, = im y,
Xy oo e

Fiir den ersten ProzeB wollen wir den allgemeinen Nachweis kurz durchfiihren. Es ist zu zeigen, dafBl
durch [x,, y,] eine Intervallschachtelung vorliegt? . Weiter ist dann auch x, > v, fiir alle n. Dies folgt
aus den GroBenvergleichen der entsprechenden Mittelbildungen.?” Nun wollen wir zeigen, daB x, eine
monoton fallende und y, eine monoton steigende Folge ist:

Aus x; >y, > 0 folgt:
Gt <x1+x1 _

) 7 5
und
¥, =_2xi}'1 Rty >,

Xy + Y X,

Allgemein ist also x, <X, und y, >y, firn=2,3,4, ...

26 vgl. z.B. Abschnitt 2 im ersten Teit
27 vgl. Figur IX im 2. Abschnitt des ersten Teils



Nun muB noch gezeigt werden, daB lim(x, - y,)=0 ist:
n—yee

Zunichst ist:
Sy _xnth 2x,y)
2= W 2 P

2

=(x1 —yl)

Z(x‘ +J’1)
- =W Xi=h

2 Xty
X =Y

2
Entsprechend ist weiter:

X,~=Y, X =N

X¥3=Ys <7 < PE

<

Allgemein gilt also:

X —N

~n-1
ra

0<x,-y,<

X =h

211—1

Aus lim ={ folgt schlieBlich
n—joo

limx, =limy, =8 .
7 —yoo =30

Da fir alle » gilt: x,, - y,= x; * y1, folgt daraus im Grenzfall

S§?=x,y, oder S=xy .

Der Wurzelwert S =/x,y, ist also das Ergebnis der Intervallschachtelung [x,, y.]. Mit der von Gauf3
eingefiihrten Terminologie konnen wir vom Arithmetisch-Harmonischen Mittel m(a, h), vom
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Arithmetisch-Geometrischen Mittel m(a, g) und dem Geometrisch-Harmonischen Mittel m(g, h) als dem

jeweiligen Ergebnis der 3 Prozesse sprechen. Das Ergebnis des oben untersuchten 1. Prozesses mia, h)
ist die Wurzel |[x,-y, . Das Ergebnis des 2. Prozesses m(a, g) kann nach Gauf} als Wert cines

Elliptischen Integrals gedeutet werden: Es sei m(a, g) als Funktion f{x;, yi) seiner Ausgangswerte

gegeben, bzw. ermittelt. Dann gilt zum Beispiel nach Gaull:

n

1 Jz de

f(xlayi) 0 \ﬁﬁz cos” ¢ + yi sin® @

ale

Im Falle x; = 18 und y; = 4 (vgl. nachfolgende Tabelle) ist dann:

L

do

_2
T 5 \324cos’ @ +16sin’ @

J% do i

0 V@cosz ® +4sin? ) 9,701859
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In Bezug auf das Ergebnis des 3. Prozesses m(g, h) ist noch Folgendes zu sagen: Vergleicht man in der
folgenden Tabelle die Werte von m(a, k), m(a, g) und m(g, k), so ist offensichtlich

m(a, h)* = m(a, g) - m(g, h)
Wenn der Nachweis der Allgemeingiiltigkeit dieser Tatsache gelingt, so wire das Ergebnis des dritten
Prozesses auf folgende Weise interpretierbar:

T

ma,h)’ 2 f dp
Jh = =XV
g ma,g) W 0 \/xfcos2q>+yfsin2<p

Im Folgenden seien am Beispiel x; = 18 und y; = 4 die zugehorigen Prozesse durchgefuhrt:

1. Prozef 2. ProzeB 3. ProzeB
x =18 =4 x; =18 n=4 x; =18 n=4
x;=11 V2 =6,545454 x=11 v, = 8,485281 x, = 8,485281  y,=6,545454
x3=8,772727  y;=8,207253 x3=9,742640  »3=9,661164 xy=7,452518 »3=7,390193
x5 =8,489990  y,=8,480575 X4=9,701902 3, =9,701817 x4 =7,421290 y,=7,421225
xs=8,485283  ys =8,485280 xs=9,701859  ys=9,701859 xs=7,421258 y;=7421258

m(a,h) =184 =72
=8,485280 m(a,g) =9,701859 mig,h) =7421258
(Babylonisches Wurzelziehen)

Bemerkung: Vergleicht man die Ergebnisse der Betrachtungen uber die drei klassischen Mittelbildungen
Mg, mg und my, mit den "Gaul'schen Mittelbildungen” m{a, g), m(a, k) und m(g, k), so ergeben sich
folgende vergleichbare Beziehungen. Es ist ndmlich:

m= m, - m m,2 > m, > m

g a h g
m*(a,h)=ra,g)-mg,h)  mg,h)<nrla,h)<ma,g)
An dieser Stelle wollen wir ausdriicklich darauf hinweisen, dal die beschriebenen Tatsachen noch
keinesfalls vollstindig bewiesen sind. Diese Tatsachen weisen immerhin darauf hin, daB ganz
elementare Rechenprozesse — eben diejenigen mit den drei klassischen Mittelbildungen — in immer
hohere mathematische Zusammenhénge fithren. Auch zeigt sich immer deutlicher, daBl die drei

Mittelbildungen eine hohere Einheit darstellen.
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10. ZU EINIGEN ASPEKTEN DER SPEKTROSKOPIE

Zu den wichtigsten Ergebnissen der Spektralanalyse gehért die Entdeckung der Serien von
Spektrallinien. Betrachten wir z. B. das Ba/mer-Linienspektrum des Wasserstoffs in Emission (vgl.
Zeichnung). Dieses Spektrum ist besonders einfach gegliedert. Dabei liegen die ersten vier Linien (Hg,
HB’ H7 und Hg) im sichtbaren Bereich. Die

i iolett - 1 N . .
ultraviolett violet blau 0 Linie Hg ist nur schwach leuchtend, alle tibrigen

|
T

"Linien" . verschwinden in den  nahen
ultravioletten Spektralbereich. Schon der erste
B e Blick auf das nebenstehende Spektrum mit
Seriengr.  H,H; Hy Hg Hy seiner Serie von diskreten Linien it ein
elementares Gesetz vermuten. Im Jahre 1885
hat der Basler Mittelschullehrer Balmer ein erstes Seriengesetz gefunden, und zwar allein aufgrund der
ersten vier Linien. Balmer fand: multipliziert man die Zahl 3645,6 mit
3? 42 52 6*
Ty g g gy
so erhilt man die Wellenlidngen der ersten vier Wasserstofflinien. Daraus resultierte dann die erste
aligemeine Formel fiir die Wellenlingen, die den einzelnen Linien zugeordnet wurden:

m’ const. = 3645,6 AX gemessen in A-Einheiten.
A=const: ———5 — 1010 -
m? =2 (1A=10""Meter), m=3,45u.6

Die Linien, die eine derartige Formel fiir ihre Wellenldngen vereinigt, bilden eine Serie. Rein rechnerisch

kann man die Serie iiber m = 6 hinaus fortsetzen. Dabei ist
m2
lim const - ——— = const = 3,645,6A.

m-—yoo n -
Bis m = 31 lassen sich die entsprechenden Linien im ultravioletten Bereich nachweisen. Je grofier m
wird, desto dichter riicken die Linien zusammen, so daf} sie schlielich ein Kontinuum bilden. Heute
beniitzt man die obige Formel aus praktischen Griinden in der Form

1 - 1 1
S=V=R|=-—5|.
i (22 sz

4
n t —
const.= R

Dabei ist v die sogenannte Wellenzahl (Anzahl der auf 1 cm entfallenden Wellenldngen), R ist die
Rydberg-Konstante des Wasserstoffs (mit R = _0‘:_15'{ =109678cm™).

Im Folgenden soll das Balmersche Gesetz unter Zuhilfenahme von Kettenbriichen herausgearbeitet
werden. Entsprechend dem Vorgehen in der Spektralanalyse werden den einzelnen Linien des Spektrums
Wellenldngen A zugeordnet, die man auch Lichtkennzahlen nennen kénate. Diese werden gewohnlich in
A-Einheiten gemessen (1A = 10™%m). Firr das abgebildete Wasserstoffspektrum ergeben sich dabei
folgende gemessene Werte:
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Bezeichnung A gemessen in
der Linie A- Einheiten

H, 6562,793 = a
Hp 4861,327 = b sichtbarer
H, 4340466 = ¢ Bereich
H; . 4101,738 = d
H, 3970075 = ¢
3888,052 ultravioletter
" J Bereich

Fiir die Verhdltnisse a : b, b : ¢, ¢ : d und d : e fithren wir eine Kettenbruchentwicklung durch, um dann
die zugehdrigen "sinnvollen” Naherungsbriiche zu bestimmen.

1
ab=1+ =(1;2,1,5,1,{26},...)

"Sinnvoll" bedeutet hier eine moglichst gute Naherung mit moglichst kleinen Zahlen im Zahler und
Nenner des Naherungsbruches.

27
aib=(i2,151 [26L.) =35
28
b:c= (183, [1366],...) = 95
200
c:d=(}17,5,2, [83],..) = 189
405
d:e=(1;30,6,1,1, [10],...) = 397

Aus diesen Werten folgt die fortlaufende Proportion:

9 4 25 9 49
‘bicidie=—:———:—
A A TR T
_9.16 25 36 49
T 5712721732745
32 42 52 6? 72
SR g gt gt R )?

Einige Bemerkungen dazu:

1. Betrachtet man die einzelnen Kettenbruchentwicklungen, so fillt auf, da die "Abbruchstellen" fiir die
"sinnvollen" Niherungsbriiche unmittelbar erkennbar sind. Die Kettenbruchglieder 26, 1366, 83 und 10
wiirden im néichst besseren Naherungsbruch die Zghler und Nenner wesentlich vergroSern.

2. Wir erkennen bei dieser GesetzméBigkeit, daf natiirliche Zahlen Naturgesetze konstituieren 28,

28 vgl. Georg Unger in "Physik am Scheideweg": "Die Bedeutung der natiirlichen Zahlen in den Naturgesetzen"
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Es ergibt sich die Frage, wie diese Serien mit den von uns in dieser Schrift behandelten Mittelbildungen
zusammenhingen. Dazu betrachten wir die arithmetische Folge 1, 2, 3, 4, ... und die harmonische Folge
1,4,4,4... und vergewissern uns noch einmal ihrer in Teil I, Abschnitt 2 beschriebenen Eigenschaften.

Arithmetische Saitenskala der Untertonreihe Harmonische Saitenskala der Obertonreihe
11111111
123456789 987654321
RN O A NS S O N N ! . ! ]

i
N R D N R et o l

Um das Folgende verstehen zu kénnen, gehen wir von Beispielen aus: Aus der arithmetischen und
harmonischen Folge greifen wir zunichst ein Glied heraus, z.B. aus der arithmetischen Skala 5 und aus
der harmonischen -é—. Dann bilden wir eine Reihe von harmonischen und arithmetischen Mitteln aus
spiegelbildlich zu den herausgegriffenen Gliedern gelegenen Gliedern der Folge:

Bei der arithmetischen Skala beniitzen Bei der harmonischen Skala beniitzen
wir harmonische Mittel M, wir arithmetische Mittel AL,
A |
' N 111/M111
234(56 78 4567809
I e d
PR y 3T 6
T 4465 “T 2 735
5212 6
=73 62 -12
2:3.7 21 el o6
My =377 Mo =7 =32
5727 6
=5 &2
Folge von harmonischen Mitteln aus den Folge von arithmetischen Mitteln aus den
spiegelbildlich zu § gelegenen Skalengliedern- spiegelbildlich zu -é— gelegenen Skalengliedern

Fiir das Weitere beschranken wir uns auf die rechte Spalte. Wir ermitteln allgemein alle arithmetischen
Mittel aus den zu —,}1 spiegelbildlich gelegenen Gliedern der harmonischen Skala. Das sei verbildlicht:

b 1
o0 a1 11
m-n m-2 m-l\m/ m+l m+2 m+n n=1,2,3 .. .m-1
Rechnerisch ergibt sich dann das arithmetische Mittel wie folgt:

1
Ma" (m) — m+n

+ m‘l—ﬁ _ m

2 T mt-nt

Aus dieser Formel, der auf der Saitenskala neue Punkte entsprechen, lassen sich zwei Folgen
entwickeln, eine endliche und eine unendliche Folge.

1. Beifestem mund n =1, 2, 3, ...m-1 werden alle arithmetischen Mittel erfaft, die aus spiegelbildlich
zu —,15 gelegenen Gliedern der harmonischen Skala gebildet werden. Fir m = 6 ergeben sich die 5
arithmetischen Mittel der Form:

6 6 6

36-177 36-27 " 36-5°

M, (6):
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2. Beifestemnund m=n+ 1, n+ 2, ... werden alle arithmetischen Mittel erfat, die mit genau »-
Gliedern Abstand zu einem Miitelglied -,}-1- der harmonischen Skala spiegelbildlich liegen.

1

U-In---
e

L
8
J

;—Ni,_‘
w’»—-

...D.[v—-ﬂ

._Q\i,,_.

Beispiel firn=2

Es ergeben sich fir n = 2 die folgenden unendlich vielen arithmetischen Mittel M, (m)

3 4 5 6 7
32___22 ’ ‘4‘2_.22 ’ 52_22 ’ 62_22’ 72_22

— 11 1 1 1
0 54 3 2 T
[ L1 I | o -Skala entsprechend der
[ o ] | Obertonskala
3 1 3 1 e Skala mit neuen
0 =-4 = 5 T -2
| Pl | i | Skalenpunkten
| T ] ! i
1 3
45 21

Die Terme der letzten Folge (rechts) bilden ersichtlich ein konstituierendes Element der Balmer-Formel.
Interpretiert man nun diesec Terme als Skalenliangen auf ciner Saite (vgl. die vorangehende und folgende
Zeichnung), so entspricht z.B.

ety
dem vierten Ton einer Untertonreihe, aufgebaut auf —:} (Vgl. auch das pythagoréische Lambdoma im 8.
Abschnitt). D.h. der dem Skalenpunkt -§~ entsprechende Ton wird in diesem Fall um eine Doppeloktave
abwirts versetzt (z.B. von g" nach g). Skalenmifig sieht das fiir dieses Beispiel folgendermaBen aus

(mit Notenbezeichnung):

0

-

— w[-—-

()
|

UG ke 0]

[ @ .

g )
Entsprechendes gilt natirlich fir alle oben beschriebenen Terme mit der Einschrinkung, daf die
auftretenden "Tone" und "Intervalle" im allgemeinen nicht identisch sind mit den uns vertrauten Ténen
und Intervallen einer Dur- oder Molltonart.

Mit der so gewonnenen Folge m- M, (m) haben wir ersichtlich gerade jene Folge von Termen gefunden,
deren erste 5 Glieder das Ergebnis unserer Kettenbruckentwicklung waren.

32 62

3'Ma2(3)=‘3'§‘:§‘é' 6-Maz(6)=m
4? 7

4 M, (W)= 7 M, (D=2
. . :

5 M, B =g o

M =
m az(m) m? _22
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Im Folgenden stellen wir alle drei betrachteten Skalen tibereinander und vergleichen die letzte mit dem
empirisch gewonnenen Balmer-Spektrum. Wir beniitzen fur die Skalen die folgenden errechneten Werte.

11 i 1

1 !

— W
—— o

m
3 1 A, i

< T NPy Skala (links)
g { (m=3,4,.)

2
n

— - Skala (unten)

m? -2

¥ H B H,

Als Ergebnis unserer Untersuchung stellen wir fest: Wir sind ausgegangen von einer harmonischen
Skala. Arithmetische Mittelbildungen fithren zundchst zu einer neuen Skala, die als Tonskala
interpretiert, zu von der Obertonreihe verschiedenen Teiltdnen fithrte. Jedem Teilton wurde schlieBlich
in der oben beschriebenen Weise ein Unterton zugeordnet. Die diesen Untertonen entsprechenen Terme
sind dann in ihrem Aufban und zahlenmiBig identisch mit den Termen der Balmer-Serie. Ganz
entsprechend hitten wir die linke Spalte auf Seite 82 weiterfiihren konnen. Das hitte auch hier zu neuen
Teiltonen gefithrt, denen dann aber in entsprechender Weise Tone der Obertonreihe hitten zugeordnet
werden miissen. Insgesamt hiitten wir auf diese Weise die Kehrwerte der oben beschriebenen Terme
erhalten. Mit unseren auf Seite 84 eingefithrten Bezeichnungen kénnen wir hinsichtlich der Balmer-Serie
dann schreiben:

H, H; H

[

32 42 52 62 72
hoilgih A = 3292 42 _92 57 _92 gl _22 72 _)?
$-27 -2 §7-2° 6227 7*-2°

32 : 42 . 52 ' 62 ' 72
Wir blicken hier ganz anfinglich in einen Bereich der Stofferkenntnis, in dem musikalische Verhéltnisse
im Zusammenhang mit natiirlichen Zahlen eine konstituierende Rolle spielen. Erkennt man in dieser
Tatsache mehr, als dies gewdhnlich geschieht, so liegt der Gedanke nicht mehr so fern, die natiirlichen
Zahlen selbst als die wahren atomoi anzusehen, deren Verhiltnisse zueinander gerade die Phinomene

harmonische Skala als Ausgangskala

VaiVgiVyVsiV, = arithmetische Skala als Ausgangsskala
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der Diskontinuitt im Stoffgebiet bestimmen.?® Bemerkenswert sind auch diesbeziiglich AuBerungen
des Physikers und Philosophen Werner Heisenberg:3°

"Das Elementarteilchen ist seinem Wesen nach nicht ein materielles Gebilde in Raum und Zeit, sondern gewis-
sermaBen nur ein Symbol, bei dessen Einfithrung die Naturgesetze eine besonders einfache Gestalt annehmen.”

"Letzten Endes ist der Materiebegriff auf Mathematik zuriickgefithrt. Der innere Kern alles Stofflichen ist filr uns
wie fir Platon eine Form', nicht irgendein 'materieiler Inhalt. Dieser Vorrang der Form vor dem 'Inhalt’ ist
vielleicht nur der Ausdruck der Tatsache, daB jede Aktivitit des menschlichen Geistes mit der Ordnung, also mit
der Form beginnt."

DaB die oben beschriebenen Verhiltnisse gerade dort auftreten, wo Substanzen sich im Lichtbereich
offenbaren konnen, ist besonders bemerkenswert3! Auch zeigt sich hier wieder die besondere
Bedeutung der Mittelbildungen, die in dem skizzierten ProzeB der Rechnungen miteinander verwoben
erscheinen.

Im Folgenden komme ein Mann zu Wort, der ganz im Zusammenhang mit den Theoriebildungen der
modernen Atomphysik stand und dessen Worte ganz im Kontext dieser Theorien zu verstehen sind, der
aber doch durch alles hindurch sich eine Ehrfurcht bewahrte vor der Erkenntnis des "Zusammenklingens
ganzzahliger Verhiltnisse" im Stoffbereich. 1919 schrieb Sommerfeld in einem Vorwort zur ersten
Auflage seines berithmten Werkes "Atombau und Spektrallinien” die folgenden Satze:32

"Seit der Entdeckung der Spektralanalsyse konnte kein Kundiger zweifeln, da das Problem des Atoms gelost
sein wiirde, wenn man gelemnt hitte, die Sprache der Spektren zu verstehen. Das ungeheure Material, welches 60
Jahre spektroskopischer Praxis angehduft haben, schien allerdings in seiner Mannigfaltigkeit zunichst
unentwirrbar, Fast mehr haben die sicben Jahre Rontgenspektroskopie zur Kldrung beigetragen, indem hier das
Problem des Atoms an seiner Wurzel erfat und das Innere des Atoms beleuchtet wird. Was wir heutzutage aus
der Sprache der Spektren heraushoren, ist eine wirkliche Sphirenmusik des Atoms, ein Zusammenklingen
ganzzahliger Verhltnisse, eine bei aller Mannigfaltigkeit zunehmende Ordnung und Harmnonie. Fiir alle Zeiten
wird die Theorie der Spektrallinien den Namen Bokrs tragen. Aber noch ein anderer Name wird dauernd mit ihr
verknitpft sein, der Name Plancks. Alle ganzzahligen Gesetze der Spektrallinien und der Atomistik flieflen letzten
Endes aus der Quantentheorie . Sie ist das geheimnisvolle Organen, auf dem die Natur die Spektralmusik spielt
und nach dessen Rhythmus sie den Bau der Atome und der Kerne regelt.”

Anzumerken bleibt nur noch, da nach Balmer noch andere Wasserstofflinien als Serien gefunden
wurden, und zwar entsprechend der Formel:

fur n=1 die Lyman-Serie
v=R- (-12- - i) (=2 die Balmer-Serie)

m.n die Paschen-Serie

n=3
n=4 die Brakett-Serie
n=35 die Pfund-Serie

29 Vgl. dazu den schénen Aufsatz von L. Locher Ernst Die naturlichen Zahlen als Geistkunstwerk, Domach und den
schon erwahnten Aufsatz von G. Unger in "Physik am Scheideweg"

30 zitiert nach M. Martin, "Atomismus und moderne Physik", AG fiir Verlag und Druckerei Goldbach SG

31 vgl. dazu die wesentlichen Ausfihrungen R. Steiners in GA 120, 10. Vortrag und den Aufsatz von G. Glockler: "Zur
Frage der Kemnenergie", in Mitteilungen a. d. anthr. Arbeit in Deutschland, 31. Jahrgang, Heft 3 (Nr. 121)

32 Zitiert nach Wolfgang Finkelnburg: Einfuhrung in die Atomphysik S. 49, Berlin 1962
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ANHANG

VON DER GEDANKENLOSIGKEIT IN DER BEHANDLUNG DER MATHEMATIK

Louis Locher-Ernst

Eine Diskussion — Ende der zwanziger Jahre — nach dem Vortrag eines bekannten Mathematikers vor
einem Gremium, zu dem auch die Studierenden der letzten Semester Zutritt hatten, blieb mir in lebhafter
Erinnerung. Als der Vertreter &lteren Schiages, den wir als Idealisten bezeichnen konnen, den
Nominalisten in die Enge trieb, behauptete dieser, die Formel (a+b)? =a* + 2ab + b* und das quadrati-
sche Reziprozititsgesetz fiir die natiirlichen Zahlen seien genau gleicher Natur. Der Idealist verwahrte
sich entschieden dagegen und bezeichnete die erste Formel als trivial, das Reziprozititsgesetz hingegen
als eine tiefliegende Tatsache. Darauf wollte der Nominalist wissen, worin sich das Tieferliegen der
einen Formel gegeniiber der anderen ausdriicke; der Unterschied liege doch héchstens darin, da8 die
Beweisketten, durch welche die genannten Sachverhalte mit den Axiomen zusaramenhingen, ungleich
lang seien. Idealist und Nominalist beharrten auf ihren Standpunkten, ohne auch nur die geringste
Annidherung vorzunchmen.

Wer hat recht? Von einem Gesichtspunkt aus gesehen erscheint es leicht, fast selbstverstindlich, die
Argumentation des Nominalisten anzuerkennen. Weshalb sollte denn ein grundsatzlicher Unterschied
nur deshalb gemacht werden, weil die eine Beweiskette kurz, diec andere bedeutend ldnger ist? Auf
Grund eines anders gewéhlten Axiomsystems wiren vielleicht die Herleitungen nicht mehr so stark ver-
schieden lang. Andererseits lebt in jedem Idealisten — damals gehorten noch die meisten Mathematiker
zu ihnen - das ihm als unbedingt sicher geltende Gefiihl, der Nominalist versiindige sich mit seinem Ver-
trivialisieren gegen den Geist der Mathematik.

Die Einstellung zu diesem Problem ist weitgehend verbunden mit der Haltung, die man gegeniiber
dem Wahrheitsbegriff einzunehmen vermag. Bis zum neunzehnten Jahrhundert galten die mathemati-
schen Sachverhalte als unbedingte Wahrheiten, ja als Muster von solchen. Und bis gegen die Mitte
unseres Jahrhunderts konnte man im Zusammenhang mit pidagogischen Fragen horen, der mathemati-
sche Unterricht diene zur Zucht des Denkens, das sich in der Mathematik an objektiven Tatbestéinden zu
iiben habe.

Im Laufe des neunzehnten Jahrhunderts sah man sich veranlafBt, eine erste Relativierung des
Wahrheitsbegriffes vorzunehmen. Die Axiome gelten seither nicht mehr als "Urphanomene", als wahre
Sachverhalte, sondern als mehr oder weniger zweckméBige Festsetzungen. Als wahr werden dann die
Aussagen betrachtet, die aus diesen Festsetzungen durch richtiges Schliefien folgen.

In unserem Jahrhundert erfolgte die zweite Relativierung, indem man es aufgab, von einem an sich
richtigen SchlieBen zu sprechen. Auch die Regeln des SchlieBens sind zu Festsetzungen geworden, die
man mehr oder weniger zweckmafig treffen kann. Als wahr gelten nun noch die Aussagen, die auf
Grund solcher Festsetzungen aus jenen Axiomen folgen.

DaB diese doppelte Relativierung des Wahrheitsbegriffs fiir den mathematischen Unterricht, ins-
besondere an den Gymnasien, tiefgreifende Anderungen in der Stellung der pidagogischen Bedeutung
der Mathematik haben muB, st zwar evident, wurde aber bis heute noch zu wenig durchdacht.
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Uber die in dieser oder jener Weise vollzogenen formalen Axiomatisierungen der Mengenlehre sagt
Bourbaki 33

"Si elles satisfont les formalistes, ¢’est que ces derniers refusent de prendre en considération les réactions
psychologiques individuelles de chaque mathématicien, ils estiment qu'un langage formalisé a rempli sa tiche
lorsquil peut transcrire les raisonnements mathématiques sous une forme dépourvue d'ambiguité, et servir ainsi
de vehicule 4 la pensée mathématique; libre & chacun, diraient-ils, de penser ce qu'il voudra sur la "nature” des
étres mathématiques ou la "verite" des théorémes qu'il utilise, pour vu que ses raisonnements puissent étre
transcrits dans le langage commun.”

Eine elegante Losung des angezeigten Problems wihlte Herr N. Bourbaki, indem er sagt 34

"Les mathématiciens ont toujours été persuadés qu'ils démontrent des "verités" ou des "propositions vraies"; une
telle conviction ne peut évidemment étre que d’ordre sentimental ou métaphysique, et ce n'est pas en se plagant
sur le terrain de la mathématique qu’'on peut la justifier, ni méme lui donner un sens qui n'en fasse pas une
tautologie. L histoire du concept de vérité en mathématique reléve donc de I'histoire de la philosophie et non de
celle des mathématiques, mais l'evolution de ce concept a eu une influence indéniable sur celle des
mathématiques, et & ce titre nous ne pouvons la passer sous silence.”

In einer erfreulich deutlichen Art sprach sich gelegentlich K. Menger?3 so aus:

"Ich, fiir meinen Teil, glaube, ..., daB das, was der Mathematiker tut, nichts anderes ist, als die Herleitung von
Aussagen mit Hilfe gewisser aufzuzihlenden (in verschiedener Weise wihlbaren) Methoden aus gewissen
aufzuzahlenden (in verschiedener Weise wihlbaren) Aussagen ~ und daf} alles, was Mathematik und Logik tiber
diese, einer "Begritndung” weder fihige noch bedurflige Tétigkeit des Mathematikers aussagen konnen, in dieser
simplen Tatsachenfeststellung besteht.”

Von einem Gedankeninhalt zu reden, der unabhingig von den in Zeichen notierten Methoden und
Aussagen besteht, der fihig ist, eine Begriindung fiir das Tun zu tragen, hat keinen Sinn mehr - sofern
man sich nicht darauf beschrinken will, als Begriindung allein die Niitzlichkeit zur Konstruktion gewis-
ser Mechanismen anzuerkennen. Dies fiihrt konsequent schlieBlich dazu, die Gedankenlosigkeit des
Mathematisierens zum Prinzip zu erheben.

Man spricht heute davon, dafl im Laufe unseres Jahrhunderts die Mathematik immer mehr Struktur-
theorie geworden sei. Diese Entwicklung begann mit der Bildung des Gruppenbegriffes und mit den
Einsichten in den Umstand, daB sich gewisse Sachverhalte verschiedener mathematischer Gebiete von
derselben Gruppe oder, allgemeiner gesprochen, von derselben Struktur beherrscht erwiesen. Es ist an
dieser Stelle nicht nétig, an eindriickliche Beispiele zu erinnern. In der Tat ergaben sich hieraus Erkennt-
nisse von vorher ungeahnten Zusammenhingen. Mit Recht hatte man den Eindruck, damit in manchen
mathematischen Einzeldisziplinen in die Tiefe vorgedrungen zu sein. Diesen VorstoB in die Tiefe suchte
man weiter und weiter zu treiben, bis man schlieBlich iiberhaupt nur noch die formalen Strukturen im
Gesichtsfeld behielt. Es liegt mir ferne, die Fruchtbarkeit dieser Entwicklung nicht voll anzuerkennen.
Wenn sich am Horizont ein neues Licht zeigt, ist es das Vorrecht der Pioniere, ihren Blick auf dieses
allein zu richten. Es darf dabei im Fortgang aber nicht vergessen werden, dafl auf einem solchen Wege
allzu leicht auch vieles verloren geht, daB man sogar blind wird fiir Sachverhalte, die auch in Betracht
zu ziehen sind.

An einem einfachen Beispiel mége illustriert werden, was damit gemeint ist.

33 N. Bourbaki: Eléments de Mathématique. Livre ], chapitre 4: Structures , p. 105 Hermann, Paris 1957
34 Seite 81 des genannten Buches
35 Im Vorwort des Buches von F. Waismann: Einfihrung in das mathematische Denken, Gerold & Co, Wien 1936
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Figur 1 Figur 2

Drei Geraden a, b, ¢, (Figur 1) zerlegen das Punkifeld der projektiven Ebene in vier Punktgebiete.
Die Segmente, die eines dieser Gebiete begrenzen, seien mit a.., b., c. bezeichnet, die iibrigen Segmente
entsprechend mit a_, b_, c_ . Die vier Gebiete konnen durch die begrenzenden Segmente gegeben werden:

a., by, cs, a., b, c be,c.,a_. c.,a., b..

Drei Punkte 4, B, C, (Figur 2) gliedern das Strahlenfeld der projektiven Ebene in vier Strahlenberei-
che . Die Winkelfelder, die einen dieser Bereiche begrenzen, seien mit 4+, B, , C. bezeichnet, die tibrigen
Winkelfelder entsprechend mit A, B_, C_ . Die vier Berciche kénnen durch die begrenzenden
Winkelfelder gegeben werden:

A..B.,C., A.,B.,C. B,,C.,A. C. ,A,B.

Den Inbegriff der drei Geraden a, b, ¢ betrachten wir als zerfallene Kurve dritter Ordnung. Durch
stetige Umformung erhilt man zwei Haupttypen der Kurven dritter Ordnung  (sechster Klasse)3¢, nim-
lich die zweiteilige Form (Figur 3), bestehend aus einem Zuge mit drei Wendestellen und einem Oval,
sowie die einteilige Form (Figur 5) mit drei Wendestellen.

Die zweiteilige Form entsteht folgendermaBen: Die Punkte der Segmente a., b. , ¢, werden in das
Gebiet a., b, , ¢, verschoben. Der durch einen Pfeil bezeichnete, von zwei Wendestellen auf der Fern-
geraden begrenzte Kurvenbogen entsteht aus den "Hilften" der Segmente b_ und ¢ durch Hereinriicken
in das Gebiet a, , b_, c_ . Entsprechend die beiden tibrigen Bogen.

Figur 3

36 Es ist nicht nétig, blof an algebraische Kurven zu denken. Es kann sich um allgemeinere Kurven handeln, fir  welche
die Ordnung als die maximale Anzah! der (reelen) Schnittpunicte erkidrt ist, welche die Kurve mit einer Geraden be-
sitzt (entsprechend der Klasse). Naheres findet man in den folgenden Biichern des Verfassers : Einfithrung in die freie
Geometrie ebener Kurven, Birkhéiuser Verlag, Basel 1952 Raum und Gegenraum, Philosophisch-Anthroposophischer
Verlag am Goetheanum, Dornach 1957
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Der durch den Pfeil bezeichnete, auch durch zwei Wendestellen begrenzte Teilbogen der einteiligen
Form (Figur 5) ergibt sich durch Verschieben der Punkte des Segmentes a, und der Punkte der

"Hilften" der Segmente 4_ und c_ in das Gebiet a. , b_, c._.

/

Figur 5 Figur 6

Die Figuren 4 und 6 zeigen zwei Haupttypen der Kurven dritter Klasse (sechster Ordnung), die sich
durch die entsprechenden polaren stetigen Umformungen der drei Strahlenbiischel 4, B, C ergeben.

Die zweiteilige Form (Figur 4) entsteht wie folgt: Die Strahlen der Winkelfelder 4. , B: , C, werden
in den Bereich 4. B. C. verschoben und bilden dann ein Oval. Die "Hilften" der Winkelfelder B_, C_ (in
Figur 4 angedeutet) werden in den Bereich 4. , B, , C, verschoben, so daB ein von Spitzen begrenzter
Bogen (mit Pfeil bezeichnet) gebildet wird. Entsprechend die beiden iibrigen Bogen.

Zur Bildung der cinteiligen Form (Figur 6) nehmen wir als Material zunichst alle Strahlen aus A+
und je die "Halfte" der Strahlen aus B_ und C_ (in Figur 6 angedeutet) und bilden durch leichtes Ver-
schieben einen (zweimal iiber die Ferngerade fiihrenden) Bogen (in Figur 6 hervorgehoben). Entspre-
chend die beiden anderen Teilbdgen . Damit wird vollkommen iiberschaubar, wie die einteilige Grund-
form mit drei Spitzen aus den Biischeln 4, B, C hervorgeht.

Man wird wohl zugeben, daB es ohne Ubung nicht selbstverstindlich erscheint, wie die beiden
entsprechenden Typen der Kurven dritter Ordnung und dritter Klasse aus den zerfallenden Gebilden,
nidmlich den Inbegriffen von drei Punktreihen und von drei Strahlenbiischeln hervorgehen. Rein formal
behandelt kann man die Vorgdnge aber als gleich bezeichnen. Bleibt man bei algebraischen Gebilden,
kann man von der Nullsetzung des Produktes dreier Lincarformen dazu tbergehen, dieses Produkt
gleich einer positiven oder negativen Konstante mit "kleinem" Betrag zu setzen. Ob man unter den
Variablen Punkt- und Linienkoordinaten versteht, bleibt dabei gleichgiiltig. Die "Struktur” der Gebilde
ist dieselbe. Die konkreten Unterschiede innerhalb des Punkt- und des Strahlenfeldes gehoren aber
zweifellos auch zur Geometrie. Es ist gedankenlos, ob der Identitit der Struktur die auch der Mathe-
matik angehérenden Unterschiede in verschiedenen Realisierungen dieser Struktur als unwesentlich
wegzulassen. Ja, die Tatsache des Bestehens derselben Struktur erscheint erst dann im rechten Lichte,
wenn man sie gegen die Fiille der einzelnen Realisierungen abzuheben versteht.

Ein anderes Beispiel moge auf einen weiteren Umstand hinweisen, der viel zu wenig beachtet wird.
Fiir das elementare Rechnen mit natiirlichen Zahlen kann man dieses oder jenes Axiomsystem zugrunde
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legen. Die meisten Lehrer werden mit einem gewissen Stolz vorfihren, wie man mit dem betreffenden
System und mit den geeignet gewihlten "logischen” Regeln nunmehr die Arithmetik der natiirlichen
Zahlen aufbauen kann. Es wird damit der Eindruck erweckt, daB man die Sachverhalte im Reiche der-
natiirlichen Zahlen mit jedem System und mit jenen Regeln vollkommen beherrsche. Leider wissen viele
Mathematiker nicht, dafl dies eine Tduschung ist. Zu den bedeutsamen Ergebnissen unseres Jahrhun-
derts gehort der von Th. Skolem 37 entdeckte Sachverhalt, dal es unméglich ist, die natirlichen Zahlen
durch ein endliches Axiomensystem eindeutig zu charakterisicren. Das heifit, wie man auch ein finites
System withlen mag, es gibt stets verschiedenartige Bereiche, die Realisierungen jenes Systems darstel-
len. Diese Tatsache sollte jeder Darstellung von Strukturtheorien mit roten Lettern vorangestellt oder
mindestens frithzeitig eingegliedert werden. Sie bringt einem den richtigen Respekt fur das Gebilde der
Reihe der natiirlichen Zahlen bei. Ein vollkommenes Beherrschen ist nur im Gebiete gewisser abstra-
hierter Begriffsbildungen méglich, zum Beispiel fir die Restklassen. Tatsdchlich sind die natiirlichen
Zahlen derart individuell, daB sie durch ein finites Axiomensystem nicht im oben genannten Sinne
eindeutig gekennzeichnet werden kénnen. DaBl man diesen Umstand heute zu wenig betont, rechne ich
auch zu den Gedankenlosigkeiten in der Behandlung der Mathematik. Der Sachverhalt vermittelt einem
die richtige Reserve gegeniiber den formalen Strukturtheorien. Fiir die unterrichtenden Mathematiker ist
es von fundamentaler Bedeutung, diese Dinge zu kennen, weil die Stimmung seines Unterrichts dadurch
wesentlich beeinflufit wird.

In einem Zusammenhang mége eine Erfahrung erwihnt werden, die man immer wieder, auch mit
Akademikern, ja erstaunlicherweise auch mit Ingenieuren machen kann. Wie oft hort man die naive
Frage, was es denn in der Mathematik noch Neues zu entdecken gebe, nachdem man sich mehr als
zweitausend Jahre mit den Zahlen usf. wissenschaftlich auseinandergesetzt habe. DaB diese Frage in
weiten Kreisen, wie gesagt auch in den gebildetsten, zu treffen ist, weist deutlich auf einen Mangel in
der Gedankenfithrung im mathematischen Unterricht hin. Die Einsicht in die Tatsache, daB die Erwei-
terung der Erkenntnisse auf irgendeinem Gebiet auch wesentlich eine Erweiterung des Kreises der
offenen Fragen bedeutet, scheint zu wenig verbreitet zu sein.

Der junge Mathematiker, der sich heute einen Einblick verschaffen mochte, was die ihm im Studium
gebotene Wissenschaft zur Wahrheitsfrage zu sagen hat, findet eine ungeheure Literatur tiber die mathe-
matischen Gesetze der Logik, iiber Logistik, Beweistheorie usw. Nimmt er mit Elan die Bekanntschaft
verschiedener dieser Werke auf, so sieht er sich von einer solchen Masse von Spezialititen aufgesogen,
daB er meist bald auf irgendeinen Sonderzweig sich moglichst wohnlich einrichtet, dort an einem Zweig-
lein laboriert und die Grundfrage unbeantwortet versinken 1aBt. Sein unbefriedigtes Fragen wirkt in ihm
freilich trotzdem weiter.

Es ist tief zu bedauern, daB wichtige Sachverhalte, die Aufklirung bringen, heute in den géngigen
Lehrbiichern nicht vermerkt sind. Auf einen solchen Tatbestand wollen wir naher eingehen. Da in den
hier vorgebrachten Bemerkungen keine detaillierten Ausfithrungen beabsichtigt sind, diirfen wir uns mit
dem Hinweis auf das Grundsatzliche begniigen.

37 Th. Skolem, Uber die Unmoglichkeit einer vollstandige Charakterisierung der Zahlenreihe mittels eines endlichen
Axiomensystems. Norsk. Math. Forenings Skrifter, Ser. 11.1933. Eine auch heute noch anregende Darstellung ein-
schligiger Fragen findet man in dem in FuBnote 2 genannten Buche.
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Denken wir uns ein formales System allgemeiner Art, bestchend aus endlich vielen, festen, hin-
schreibbaren Zeichen. Gewisse Zeichenkombinationen seien als axiomatische "Satze" angenommen, aus
denen mit Hilfe formal beschreibbarer Regeln, deren Zeichen alle dem Systern angehoren, andere Sétze
"bewiesen" werden. Jeder auf solche Weise schon gewonnene oder noch zu gewinnende "Satz" soll
formal richtig heiBen. Wir konnen annehmen, dafl jeder formal-richtige Satz entweder die Form A oder
— A (nicht A) hat, wobei A eine Folge von Zeichen des Systems bedeutet, zu denen auch — und A (fiir
"und") gehoren sollen. .

Bei der Handhabung solcher Formalismen stellen sich die folgenden hauptsachlichsten Fragen.

Erstens die Frage der formalen Entscheidbarkeit. LiBt sich fir jede gegebene Zahlenkombination A,
die nur Zeichen des Systems enthélt, durch formalen Beweis, das heiit durch Anwenden der zugrunde
gelegten formalen Regeln, entscheiden, ob eben diese Kombination von A und — A beide formal richtige
Sitze darstellen? Anders gefaBt: Besteht Gewihr dafiir, daB die Kombination A A — A niemals einen
formal-richtigen Satz darstellt?

Weitere Fragen, diejenigen nach der absoluten Entscheidbarkeit und nach der inhaltlichen
Widerspruchsfreiheit, bediirfen einer niheren Erklarung. Sie beziehen sich nur auf solche Formalismen,
deren axiomatische Sitze und Regeln gemi$ einer bestimmten Zuordnung (Ubersetzung der Zeichen)
einen in reinen Gedanken fafibaren Sinn aufweisen. Fiir einen Formalismus ist dies an sich natiirlich
nicht nétig; ein solcher stellt, fiir sich betrachtet, ein reines Zeichenspiel dar. Ob und welchen Sinn er
hat, ob er in dicsen oder jenen Mechanismen niitzliche Anwendungen findet, muf in jedem Fall
besonders abgeklart werden.

Auf die Fragen, was unter einem "Gedanken", was unter der Aussage "einen gedanklichen Sinn
haben" zu verstehen sei, treten wir vorerst nicht ein. Wir nehmen an, daB ein verniinftiger Mensch -
dessen Definition wir uns auch sparen - wisse, was mit jenen Worten bezeichnet wird. Fiir einen solchen
stellt sich dann die gewichtige Frage, ob ein Satz (eine Kombination von Zeichen des Formalismus), von
dem feststehen moge, daB er formal nicht entscheidbar ist, inhaltlich — gemaB dem ihm zugeordneten
gedanklichen Sinne - vielleicht noch entscheidbar ist. In diesem Falle sagen wir, der betreffende Satz sei
formal nicht entscheidbar, hingegen absolut entscheidbar. Abnlich ist die Frage zu untersuchen, ob es
vorkommen konnte, daB ein Formalismus zwar formal widerspruchsfrei ist, aber inhaltlich doch
Widerspriiche aufweist.

Von vornherein ist festzuhalten, daB es in jedem vorgelegten Formalismus nur abzdhlbar viele
Jformal-richtige Sétze gibt, da fir die "Beweise" nur endlich viele Zeichen in endlich vielen Kombi-
nationen zur Verfligung stehen.

Dasselbe kann man freilich auch vom nicht in festen Zeichen aufgeschriebenen, rein gedanklichen
SchiieBen sagen, da das "diskursive Denken” einen an eine Zeitdauer gebundenen Ablauf nimmt, sc dafl
nur abzahlbar vicle Beweisfithrungen im BewuBtsein, das dem diskursiven Denken eigen ist, auftreten
kénnen.

Trotzdem besteht ein tiefgreifender Unterschied: Das inhaltliche SchlieBen ist in jeder Phase offen,
das heifit stets in der Lage, neue Begriffe zu verwenden, die in einem von vornherein gewéhiten forma-
len System sich der formalen Darstellung in eben diesem System entzichen. Es kann immerhin méglich
sein, durch geeignete Anderung oder Erweiterung des Formalismus den neuen Gedanken auch wiederum
zu formalisieren.

Ein gegebener Formalismus kann grundsitzlich stets als mechanisches oder elektronisches Gerdt
technisch realisiert werden. Grundsitzlich ist mit den heutigen technischen Mitteln auch folgendes
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Vorgehen moglich: Man 148t das Gerdt erstens alle formal-richtigen Sitze X hintereinander nach der
Anzahl der verwendeten Zeichen bilden und zweitens den Vergleich mit einer gegebenen Zeichen-
kombination A anstellen und drittens die Maschine automatisch zum Stop bringen, wenn Uberein-
stimmung zwischen einem erzeugten formal richtigen Satz X und A eintritt. Dasselbe 148t sich, bei
festem A, mit der Kombination A A — A durchfithren. Das Gerdt mag noch so schnell laufen, das
geschilderte Verfahren geniigt noch nicht, die Frage der formalen Entscheidbarkeit und diejenige der
formalen Widerspruchsfreiheit prinzipiell zu 16sen. Es sind damit héchstens Wahrscheinlichkeits-
aussagen moglich.

Den technischen Problemen, die vorstehend kurz angedeutet sind, werden heute da und dort intensive
Studien gewidmet. Es ist selbstverstandlich, da damit auBerordentliche, technisch-niitzliche Fortschritte
erzielt werden konnen. Es ist deshalb sachgemiB, wenn im mathematischen Unterricht im richtigen
Zeitpunkt auch diese Dinge ihrer grundsétzlichen Natur nach zur Behandlung kommen, an Stelle von
veraltetem Stoff, der blo8 infolge des bekannten Trigheitsprinzips noch immer mitgeschleppt wird. Im
richtigen Zeitpunkt: das heifit nicht zu frith. Verfritht gegebene Kost kann sich namlich wie Gift mit
unheilbaren Folgen auswirken.

Die historische Entwicklung gibt auch die Hinweise, was in dieser Richtung den 17jdhrigen zu zeigen
ist, nimlich Boolsche Verbinde und ihre wichtigsten Modelle in der Mengenlehre, in der elementaren
Zahlentheorie und in der formalen Logik.

Die Vermittlung einer Einsicht in das technische Funktionieren eines gegebenen Formalismus 1406t
dann erst recht aufleuchten, was es bedeute, daB ein solcher eben niemals eine Infuition haben kann.
Bildlich, aber gewiB allgemein verstindlich ausgedriickt: Ein fest gegebener Formalismus spielt sich im
Finstern unter der Erdoberfliche ab, wahrend das — formal nicht von vornherein festgelegte - inhaltliche
Denken den offenen Himmel tiber sich hat und damit stets bereit ist, sich neu befruchten zu lassen.

Der folgende Abschnitt bringt einige Bemerkungen zu den aufgeworfenen Fragen.

Wihrend die im letzten Abschnitt erwihnten Untersuchungen betreffend dic Probleme der formalen
Entscheidbarkeit und der formalen Widerspruchsfreiheit im iblichen Wissenschaftsbetrieb einen aner-
kannten Bestand darstellen, findet man gegeniiber den Fragen der absoluten Entscheidbarkeit und der
absoluten Widerspruchslosigkeit weit herum — bildlich gesprochen - ein bloBes Achselzucken. Einen
Grund dafiir bildet eine gewisse Ohnmacht in der Behandlung der Antinomien.

Nehmen wir die bekannte Frage:

"Welches ist die kleinste natiirliche Zahl, die nicht mit weniger als hundert Silben in deutscher
Sprache definiert werden kann?"

Man schlieBt einerseits, daB es nur endlich viele natiirliche Zahlen gibt, die mit weniger als hundert
Silben definiert werden kénnen, dafl es also noch andere natiirliche Zahlen gibt, unter denen die kleinste
die gesuchte Zahl darstelle. Anderseits folgert man, daB eine solche allenfalls existierende, durch den
obigen Satz bestimmte Zahl im Widerspruch zu jenem doch weniger als hundert Silben definiert wire.

Uber solche "Antinomien" wird ernsthaft diskutiert. Ich vermute, daB man schon in naher Zukunft
sich dariiber wundern wird, wie man ehemals sich durch solche Primitivitéiten beirren lassen konnte. Der
Inhalt der obigen Frage ist namlich grundsitzlich derselbe wie in der folgenden : Welches ist die kleinste
gerade Zahl, die ungerade ist?
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Wenn man in der Fragestellung etwas sich Widersprechendes fordert, braucht man nicht erstaunt
dariiber zu sein, daB} sich Widerspriiche ergeben.

Was an diesem Beispiel leicht zu schen ist, stellt auch den Kem der vielen bekannten Antinomien der
Mengenlehre dar. Nur ist dieser Kern mehr oder weniger verkleidet. An einem grundlegenden Beispiel
sei dies erlautert.

Das Wort Menge wird als Bezeichnung eines Begriffes verwendet, der mit einem anderen Begriff,
mit demjenigen des Elementes, in einer gewissen Verbindung steht, die gewissen formalen Regeln
geniigt: Die Menge enthilt ¢in Element oder enthilt es nicht. Die Beziehung des Enthaltens sei mit 8
bezeichnet.

Nun seien (mindestens zwei) verschiedene Dinge a, b, ¢, ... gegeben. Wir bilden aus ihnen, soweit es
méglich ist, Mengen. Das heiBt, wir denken die Begriffe, die die Beziehung 8 zu einem oder zu mehreren
der gegeben Dinge haben. Auch dies Mengen vereinigen wir, soweit es moglich ist, zu weiteren Mengen.
Damit ist eine Vorschrift erklirt, beginnend mit gegebenen Dingen fortlaufend Mengen zu bilden. Nichts
hindert uns, von der Gesamtheit der Mengen zu sprechen, sofern wir damit bloB eine abkirzende
Bezeichnung meinen.

Es kommen dabei sicher Mengen vor, die sich nicht selbst enthalten. Der Beweis 3% hierfiir lauft wie
folgt: Es seien a und b zwei verschiedene Dinge. Wir bilden die Menge A, deren einziges Element a ist,
die Menge B, deren einziges Element & ist, und die Menge C, deren Elemente o und 4 sind. Nehmen wir
nun an, es wiirde gleichzeitig gelten ABA, BBB und CBC, so miiite A =a, B=bund C=aoder C =5
sein, also C = A oder C = B wihrend C doch von A und B verschieden ist.

Wir kénnen somit aus der vorangehend erklirten Gesamtheit von Mengen diejenigen ins Auge
fassen, die sich nicht selbst enthalten. Wir sprechen vom System S dieser Menge U, V, W,.... . Wemn §
eine Menge ist, wenn also der Begriff S genau zu den Mengen U, V, W, ... des Systems die Bezichung B
besitzt, so kénnen wir priifen, ob entweder SBS oder S nicht BS gilt.

Wire SBS, so wiirde also S eine Menge des Systems darstellen. Dieses besteht aber aus Mengen, die
sich nicht selbst enthalten. Somit gilt S nicht BS.

Waire aber S nicht 8, so wiirde S eine Menge des Systems darstellen, somit miiite SBS gelten.

Der selbstverstindliche Schiul, der daraus zu ziehen ist, lautet sehr einfach: Das System S ist keine
Menge. Es zeigt sich eben, dal man zwischen dem bloBen Nomen "Gesamtheit" oder "System” und dem
wirklichen Begriff Menge streng zu unterscheiden hat. Es ist keineswegs am Platze, sich dariiber zu
wundern. Wer jenes System doch als eine wirkliche Menge betrachten will, verlangt grundsétzlich
dasselbe wie derjenige, der die kleinste gerade Zahl, die ungerade ist, als wirkliche Zahl werten méchte.

Wir kénnten so der Reihe nach die bekannten Antinomien der Mengenlehre durchnehmen. Es geht
stets darum, daB} man nur dann zu solchen kommt, wenn man im Fortgang der Gedankenbildung sich
selbst widerspricht. Es ist das der kaum hoch genug einzuschitzende Verdienst des Schweizer Mathe-
matikers Paul Finsler, diese Sachlage ldngst aufgeklirt zu haben3?

Fiir den Unterricht mag es interessant sein, ein einfaches Beispiel einer Menge vorzufiihren, die sich
selbst enthalt. Auf die linke Tafel schreibe man:

38 Nach P. Finsler: Uber die Grundlegung der Mengenlehre , Math. Zeitschrift. 25 (1926), P. 686
39 p Finsler: Gibt es Widerspriiche in der Mathematik? Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver. 34 (1925), sowie die in
FuBnote © angegebene Abhandlung.
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"A sei die Menge mit den Elementen 1 und 2. B sei die Menge mit den Elementen 2 und 3. C sei die
Menge, deren Elemente alle hier erklarte Mengen sind. Dann gilt CB4, C8B, CiC.

Wiirde man hingegen auf die linke Tafel schreiben: 4 sei dic Menge mit den Elementen 1 und 2, B sei
die Menge mit den Elementen 2 und 3; und auf die rechte Tafel: C sei dic Menge, deren Elemente die
dort erklirten Mengen sind, so gilt CBA4, CB8B und C nicht BC.

Solange sich der Mathematiker des inhaltlichen diskursiven SchlieBens bedient, gilt der Satz, das ein
einziger Widerspruch die ganze Begriffsbildung zu Fall bringt. Wer nun am eigenen Denken in mathe-
matischen Begriffen zu zweifeln beginnt und meint, vielleicht seien Widerspriiche doch nicht zu
vermeiden, muB aus dieser Ohnmacht notwendig auf das Geleise des blofen Formalismus gedrangt
werden. Selbstverstandlich lassen sich formale mehrwertige Logiken entwickeln, die als Mechanismen
zu diesem oder jenem Zwecke brauchbar sind. Dann ist aber die Mathematik zur blofen Automatik
degradiert.

Nach diesen Hinweisen erinnern wir nun an die zwar wenig bekannte, {iberragend wichtige, oft
verschwiegene, aber - soweit uns bekannt ist - niemals widerlegte Tatsache, die Finsler 40 entdeckte.
Sie gilt fiir hinreichend allgemeine formale Systeme, deren Grundsétzen und Regeln (s. Ab. 4) auch ein
inhaltlicher Sinn zukommt: Es lassen sich stets Scitze, also Zeichenkombinationen angeben, die sicher
Jormal widerspruchsfrei sind, aber inhaltlich doch einen angebbaren Widerspruch enthalten.

Der Beweis hierfiir ist keineswegs allzu schwer. Immerhin wire es wiinschenswert, wenn er von ver-
schiedenen Fachleuten neu durchgearbeitet und vielleicht sogar noch vereinfacht werden konnte, damit
die Einsicht in diese fundamentale Tatsache, die grundsatzlich iiber die berithmt gewordene Godelsche
Bemerkung weit hinausgeht, méglichst bekannt wiirde, in erst Linie in Kreisen der Mathematiklehrer.

Neue Gestaltungen in der Behandlung der Mathematik

In vorangehenden Artikeln wurden einige Probleme gestreift, vor die sich der Mathematiklehrer aller
Stufen durch die Wege, die seit einiger Zeit in der Mathematik eingeschlagen worden sind, heute gestellt
findet. Der wesentliche Kemn dieser Probleme besteht darin, daB die Gedankenlosigkeit geradezu zum
Prinzip erhoben worden ist, indem man némlich die Frage nach dem wirklichen Gedankeninhalt mathe-
matischer Beziehungen verdringte und die bloB formale Struktur in den Vordergrund riickte. Damit ist
nichts gegen die offensichtliche Niitzlichkeit der Verwendung von blof formalen Strukturen gesagt. Es
gilt sogar, daB beim Hinblick auf die bloBe Niitzlichkeit der Mathematik fur alle technisch gearteten
Anwendungen tatsichlich der reinen Struktur die mafigebliche Rolle (hervorg. vom Hrsg.) zukommit.

Im Untergrund der heutigen Entwicklung spiclt sich in neuer Form der alte Kampf zwischen
Realisten (im scholastischen Sinne) und Nominalisten ab, wobei die letzteren heute vorlaufig als Sieger
auftreten. Fiir die technischen Anwendungen der Mathematik mag dies zunichst belanglos erscheinen.
Wenn es nur auf diese ankime, kénnte man ruhig abwarten, was die Philosophen iiber das Problem
noch auszumachen vermégen. Heute marschieren diese mehrheitlich in der Gefolgschaft der Nomina-
listen, wobei sich in der Erkenntnistheorie eine bedauerliche Primitivit4t eingebiirgert hat.

Nicht belangios ist dies Lage fiir den Unterricht auf allen Stufen, da es hier um junge Menschen geht.

Das National Council of Teachers of Mathematics (USA)*! gab Ende 1961 eine Schrift heraus mit
dem Titel: The Revolution in School Mathematics, a Challenge for Administrators and Teachers.

40 p. Finsler: Formale Beweise und die Entscheidbarkeit. Math. Zeitschrift 25
41 National Council of Teachers of Mathematics. 1201 Sixteenth Street, N.S., Washington 6, D.C.
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Man ist dankbar fiir diese Orientierung, da sie in klarer Form die Griinde, praktische Vorschlage und
erste Erfahrungen fiir eine Neugestaltung des mathematischen Unterrichts darlegt und viele Hinweise
auf neue Lehrbiicher und iber einschligige Organisationen bietet. Als Ausgangssituation wird erklirt,
die Entwicklung der Mathematik sei gegenwirtig derart intensiv und folgenschwer, daB sie nur als
Revolution beschrieben werden kénne. Es werden drei Griinde fir diese Lage aufgefithrt. Erstens die
auBerordentliche Ausdehnung der Forschungstitigkeit:

“The twenticth century has been the golden age of mathematics, since more mathematics, and more
profound mathematics, has been created in this period than during all the rest of history." Der Jahrgang
1960 der Mathematical Review enthalte 1652 groBe, zweikolonnige Seiten, derjenige des Jahrgangs
1961 wohl mehr als 2400 solcher Seiten. Es wird auf abstrakte Algebra, die Topologie, die MaBtheorie,
die allgemeine Funktionalanalysis und Integrationstheorie, die Statistik und die Spieltheorie hingewie-
sen, die in unserem Jahrhundert entwickelt worden sind.

In der Tat hat eine enorme Entwicklung in die Breite stattgefunden. Priift man das "goldene Zeit-
alter" genauer, so stellt man allerdings fest, dab die wesentlichen Ideen fast alle bereits im 19. Jahr-
hundert konzipiert, wenn auch noch nicht zu ausladenden Theorien ausgearbeitet worden sind.

Als zweiter Grund fiir die Revolution wird die Automation genannt, die zur Ausfithrung gewisser
technischer Objekte nétig ist. Als Beispiel wird der neue Flugzeugtyp B-70 angefuhrt: "lts range will be
7000 miles, and it will fly 2000 miles per hour at an altitiude of 70 000 feet. It will be capable of
carrying in its thirty-foot bays enough nuclear bombs to blow a small nation off the map."

Als dritter Grund gilt der Umstand, daB heute die elektronischen Rechenanlagen zur Verfiigung
stehen. Wahrend W. Shanks zur Berechnung von n auf 707 Dezimalstellen viele Jahre brauchte, lieferte
die ENIAC in 70 Stunden mehr als 2000 Dezimalstellen, wobei ein Fehler von Shanks Rechnung in der
528. Stelle zum Vorschein kam. Schon 1949 konnten mehr als 3000 Stellen in 13 Minuten bestimmt
werden. Um 1960 wurden mehrfach 10 000 Stellen berechnet. Als typisches Beispiel fiir die heute sich
darbietenden Probleme wird die Kontrolle der Bahn eines automatisch gelenkten Geschosses erwéhnt.

Dic genannten Griinde sollen es notwendig machen, nicht nur viel mehr Mathematiker auszubilden
und allgemein die mathematischen Kenntnisse in weiteren Kreisen zu forcieren, sondern den Unterricht
auf allen Stufen tiefgreifend umzuwandeln.

Wo bleibt die Kardinalfrage jedes Unterrichtens: namlich die Entwicklung zur Menschenwiirde?

Wiirden die heute vomehmlich und mit Vehemenz propagierten Methoden durchgingig eingefithrt,
ohne gleichzeitig einen Ausgleich in anderer Richtung zu schaffen, so wire das Ergebnis eine
Katastrophe in zwanzig Jahren. Die einseitige Inanspruchnahme des bloBen Intellekts im Kinde wiirde
als Folge nicht eine wahre Starkung der Intellektualitit, sondern im allgemeinen eine Schwéchung und
durchgreifende Verflachung ergeben. Man vergifit vollig, daB der gesunde, starkmiitige Intellekt eine
Bliite ist, zu deren Leben eine vorgingige Entwicklung anderer Fahigkeiten nétig ist.

Wirft man dagegen ein, daB auch die modernen Befunde und Methoden der Psychologie herange-
zogen werden, daf die raffiniert ausgekliigelten Wege heute es erlauben, den Intellekt schon bei Zehn-
bis Zwolfjihrigen in Aktion zu setzen, so ist darauf aufmerksam zu machen, daB der derart kiinstlich
aufgeschaukelte Intellekt eine Scheinblitte ist, die den Menschen in ein automatenhaft funktionierendes
intellektuelles BewuBtsein hineintreibt, in welchem die Menschenwiirde keinen Anker findet.

Ich bin mir bewuft, daf mit diesen Bemerkungen allein recht wenig geholfen ist. Es erscheint mir
aber als eine Pflicht, daB gegeniiber dem iiberhandnehmenden strohenen Verabstrahieren auch eine
dezidiert andersklingende Stimme zu Wort kommt.
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Im folgenden seien einige Vorschlige genannt, die mir fir den mathematischen Unterricht mittlerer

Stufe als notwendig erscheinen,

Arithmetik und Algebra

L.
2.

Mehr Gewicht legen auf das rekursive Rechnen.

In die Welt der Eigenschaften der natiirlichen Zahlen einfithren, was erfahrungsgemaB in der
schonsten Weise geschehen kann, und im jungen Menschen die gesunde Kraft des Staunens mit dem
noch zarten Intellekt verbindet.

Im Aufbauen des Stoffes den Gesamtorganismus der sieben, bzw vier Grundoperationen im Auge
behalten, so daB am Schluf dieser Organismus jedem Schiiler sichtbar und sogar erlebbar wird.

Einfithrung in die Boolesche Algebra in ihren Elementen und in ihre verschiedenen Anwendungen in
der Mengenlehre, Zahlentheorie und formalen Logik. Hieraus in elementarster Form in das Wesen
ein facher Formalismen eintreten.

In oberen Jahrgingen die Prinzipien der elektronischen Rechenmaschinen erlautemn aufgrund der
unter Punkt 4 genannten Kenntnisse.

Geometrie

1.

In rein zeichnender Geometrie die Fiille der Formenwelt kennenlernen, vor allem auch viele

Kurvengestalten.

Rein konstruierend die ebene (spiter auch in den Elementen die rdumliche) projektive Geometrie
unter steter Beachtung des Dualititsgesetzes entwickeln. Vor allem die wichtigsten projektiven
Transformationen (zentrale Kolineation und andere) zeichnerisch an verschiedenen Figuren darstellen
— ohne besondere Theorie - und ihre Sonderformen in der affinen und metrischen Geometrie zeigen.

Beweisfithrungen zunachst ruhig durch verniinflige Inanspruchnahme der Evidenz andeuten, dabei
aber nicht so tun, als ob die wissenschafilich strenge Form erreicht sei. (Je mehr der Lehrer
ausgebildeter Mathematiker ist, desto besser weiB er, daBl es Unsinn ist, mit Axiomatik anzufangen.
Die Axiomatik kommt an den SchiuB, als letztes Schema, nachdem man die Fiille wirklich gekostet
hat.)

Als historisch und sachlich gegebenes Beispiel dafiir, wie das moderne Denken funktioniert, wird

man das lineare Kontinuum, seine Merkwiirdigkeiten und seine begriffliche Bestimmung erldutern, was
AnlaB zu fast dramatisch spannenden Schilderungen bietet.

In den Anwendungen ist natiirlich eine Einfilhrung in die Statistik zu vermitteln. Ferner ist die

mathematische Geographie unter besonderer Beriicksichtigung des Flugverkehrs zu behandeln.

Die Geometrie ermoglicht es, gegeniiber dem abstrakten Element einen kiinstlerischen Zug als

Ausgleich in die Mathematik als Unterrichtsstoff hineinzubringen. In fordernder Weise kann diese
allerdings nur demjenigen Lehrer gelingen , der selbst iiber eine hinreichende Fille geometrischer
Anschauungen verfligt, die heute keineswegs leicht zu erlangen ist.

Im Unterrichten hat freilich das "Wie" den Vorrang gegeniiber dem "Was", so daB mit bloBen

Stoffandeutungen noch wenig gesagt ist.
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Rekursives Rechnen

1 Allgemeine Erginzung!

Im Nachlass von Georg Glockler fanden sich verschiedene Ergénzungen und Korrektu-
ren zu seinem gedruckten Manuskript ,Rekursives Rechnen“. Sie werden hier in einer

Zusammenfassung dargestellt.

Georg Glockler zeigt auf Seite 16, dass in der Figur VII die
Strecke AB = p + ¢ innen durch den Punkt U in die bei-
den Strecken p und q und aufen durch den Punkt U’ in die
beiden Strecken AU’ und BU’ im gleichen Verhéltnis geteilt
wird: % = g—g = ggj. Die vier Punkte ABUU’ liegen also
harmonisch und das bedeutet: die Strecke UU’ ist harmoni-
sches Mittel der Strecken AU’ und BU’, und die Strecke AB
ist harmonisches Mittel der Strecken BU und BU’. Auf Seite

58 leitet Glockler die Formel

Uy — 2Pd
q—p
her. In den ergdnzenden Bemerkungen untersucht er nun
das Verhaltnis % dieser beiden harmonischen Mittel UU’
und AB in Abhéngigkeit von dem Verhéltnis A = % < 1. Er
schreibt:

Mit den Mittelbildungen im Teil I sind aber die
Gesetze der Figur VII noch keinesfalls ausge-
schopft. Wir wollen im Folgenden ganz allgemein
das Verhaltnis der beiden harmonischen Mittel
UU’ und AB untersuchen.

Wir stellen dazu die Ausgangsformeln kurz zu-
sammen:

U
q
r
X,
A o \D D,
p C a
U S v
a d b
B 1 vc
X1

Abbildung 1: Figur ~ VII

von Seite 15

2
vu' = L AB=p+q

q—p

!Zusammenfassung von Peter Baum



Daraus folgt

vu' 2pq 2 2
AB ¢ — p? 1_(2)2 1— )2
q

SN

mit L=x<1
q

Es ergibt sich nun die Frage, fiir welche Werte von A dieses Verhéltnis eine
rationale Zahl ist. Anders formuliert: Fiir welche X ist

2\ m

1-X2 n

eine rationale Zahl?

Nun 16st Gléckler diese quadratische Gleichung nach A auf und erhilt \ = =2+vn-+m= Vm”QW
Wihrend es sich bei der rationalen Zahl 7% um einen Bruch mit natiirlichen Zahlen m
und n handelt, kann das Streckenverhaltnis A = £ auch irrational sein, wie z.B. bei dem
Verhiltnis der Quadratseite zur Quadratdiagonale. A ist aber von der Darstellung des
Bruches “* unabhéngig, denn fiir den mit r erweiterten Bruch "7 ist ebenfalls

Tn
e+ r2mE 4 o2
ren
—n +vVn? +m?

m

A\ =

A:

Glockler fahrt nun fort:

Aus \ = =ndvntim” W folgt zunéchst unmittelbar die Rationalitdt von A und

deshalb auch fiir 7%, wenn die Quadratsumme n?+m? selbst eine Quadratzahl
ist.
Beispiele:

Fiir n =5 und m = 12 ergibt sich

)\_—5—1—13_2 N m 02X 12

123 n 1-X 5
Fiir n = 12 und m = 5 ergibt sich

)\_—12+13_1 N m 2\ 5

5 5 no 1-X 12

Anmerkung: Dieses Verfahren liefert uns dariiberhinaus eine bemerkenswerte
Methode zur Ermittlung von Pythagoriischen Zahlentripeln.?

1. Beispiel; A sei irgend eine rationale Zahl < 1, z.B. %, dann ist

=1 _-=_0 m? +n? = 212 4 202 = 29
-2 1-2720 n

o

2(PB) Bekanntlich gewinnt man alle pythagoreischen Zahlentripel (z,y, z) durch die natiirlichen Zahlen



2. Beispiel: A = %—?

2\ % 221 m s ) N )
289

3. Beispiel: A = %

2 2 1056 2, 2 2 2 2
5 = e = m~ +n“ = 1056~ + 833° = 1345
1-A2 128 833

Nun untersuchen wir den Fall wo A keine rationale Zahl ist.
Aus )\ = =nbvnTim® W folgt unmittelbar, dass A dann eine quadratische Irra-

tionalzahl sein muss. Da aber z.B. A = § auf
2\
— 43

1-)2

fiihrt ergibt sich die Frage nach denjenigen quadratischen Irrationalzahlen A,
fiir die

2) m
1-X2 =n

eine rationale Zahl ist.

Es wird sich im Folgenden zeigen. dass die gesuchten quadratischen Irratio-

nalzahlen solche sind, die sich durch eine besondere Art von Kettenbriichen

darstellen lassen:
Aus 25 = ™ folgt

1-)2

B m

C 2n+mA

und wegen m\ = 27;?% weiter
m
A=
m2
2n 4+ 3
m
2n +
2n+---
(a,b) mit @ > b und
z=a®—b y = 2ab z=a>+b

und fir A = % erhalt man

2A 22 2ab Yy 2 2
= a = = = = b
1— A2 1,(3)2 a2 —-b =z FEat

Falls a und b ungerade sind (wie in Beispiel 1 und 2) ist das Tripel (z,y,z) imprimitiv und kann
gekiirzt werden.



Fiir m = 2 bzw. n = 1 ergeben sich dann besonders einfache Kettenbriiche.

1. Fall m =2
\ = 2 . . 1 )\__n+,/n2+22
T2 420 n+N 1 N 2
n+-———
1
n +

2. Falln=1

)= )\_—1+\/m2+1
- - m
2+ 5
2+

24 ...

uu’

Glockler berechnet nun die Verhaltnisse a5 = % fiir den 1. Fall m = 2:

, uv’
"= AB
) uu’
n =

AB
Uu’
n=3 1B
Uu’

—4
" AB
. uv’
"= AB

CUN =N WIN NN~

A:[0;1,1,1,..-]:_1;‘/5:g
A:[0;2,2,2,---]=_2“2L\/§:f21
A:[o;3.3.3.-~]:3+2\/E
/\:[0;4.4.4.--.]:_4*‘2‘/%:\[_2:93
A:[0;5,5,5,---]:_5+2‘/®



usw. Fir den zweiten Fall mit n = 1 erhéalt er

uu 1 1 142
m=1 AB 1 A= 11 =v2-1
2+2+...
oy uu' 2 \ 2 :—1+¢5:
AB 1 4 2
2+4——5Z—
2+2+”
s uu' 3 o 3 :—1+¢E
AB 1 9 3
2+4——7;—
2+2+”
N uu' 4 \ 4 :—4+¢ﬁ
AB 1 16 4
2+ T
2+2+“
S uu' 5 \ 5 :—1+¢%
AB 1 25 5
2+ =
2+2+...

Hier enden die allgemeinen Ergdnzungen von Georg Glockler.

Bemerkung;:

Mit der Bezeichnung

Zy ' bi| ba| b3 by | B by
N Oy 7 57 o7 2 "7 _a0+
N, lai " |az " |a3 lay by
ai +
"
a
2 by
ag+---+ —
ay
gelten fiir v =0, 1, 2, - -+ die Rekursionsformeln
Zy=Zy_1 0+ Zy—2-b, N,=N,_1-a,+N,_2-b,
mit
Zy = ag =Z_1-a0+ Z_2-b No=1 =N_1-a9+ N_g9-by
Z1=ap-a1+by =Zy-a1+2Z_1-b Ni = =No-a1+N_1-b



also bg = 1 und

Z_9=0 Z_1=1
N o=1 N_1=0
Ist b, =1 fir v =1,2,3,... nennt man den Kettenbruch regulér.
Beispiel einer Berechnung der Naherungsbriiche:
Aus den Rekursionsformeln (1) ergeben sich fiir A = [0; %, %l, %, . } = ‘/@_1 =
0,72075922 ... nach dem folgenden Berechnungsschema:
Lv [2]-1] 0 | ! | 2 | 3
b, 1 3 9 9
ay 0 2 2 2
Z,10]1]1-040:-1=0{0-24+1-3=3| 3-24+0:-9=6 | 6-243-9=39
N, 1T]010:041-1=1]1-240:-3=2]2-24+1-9=13|13-2+4+2-9=44
die Néherungsbriiche
3 6 39 132 615 2418
-=15 —=0,64... —=0,88... —=0,643 — =0,76... ——— =0,699...
2 13 ’ 44 ’ 205 ’ 806 ’ 3457 ’

Offenbar konvergieren sie sehr schlecht gegen @ = 0,72075922 ..
Néherung gewinnt man durch den regularen Kettenbruch von 1/10.

Wegen (\/ﬁ — 3) (m+ 3) =1 ist

. Eine viel bessere

1 1 _
VI0=3+ ——==3+ =|3;6
3++v10 [ ]
6 +
6+...
und
(Vio-1) (Vio+1) =9
vio-1 3 3 _[0311\1! ]
3 1+ +/10 1 4767167
44
6 + !
6+ ..
und das Berechnungsschema liefert
(v [2f[-1fof1]2]3 [ 4]
b, 1131 1 1
ay 04| 6 6 6
Zy, || 0] 1]0]3]|18]111 | 684
N, || 1|0 |1|4]25]| 154|949




also die wesentlich besseren N&herungsbriiche

3 18 111 684
2 _ =2 _ 072 2 0,720779. . . 22 0,72
1 =0.75 o =07 55 = 0. 720779 o4 = 0 72075869

Allgemein gewinnt man fiir den 2. Fall mit n = 1 wegen

(ViFm?—m) (VI+m?+m) =1
Vitm?2=m+ ! m—i-;:[m;%]

m+v1+m2 1
2m 4+ ———
2m 4+ ...
und(\/l m2—1>(\/1—|—m2+1>:m2
I1+m2—-1 m B m _Jo. m| 1l 1
P Y A 1 Ui o me
(1tm) + ————
2m +
2m + ...
Fiir A = =ntvni+tm?” W erhalt man
\/n2+m2—n_ m
m n+ vn? +m?

und da man jede Quadratwurzel durch einen periodischen reguldren Ketttenbruch dar-
stellen kann, ist

Vn? +m? = lag; ar, az, - - -, Gy

und
vni+m?2—n | m] 1 1 1]
m "In+ag’|ay a2’ |ay

Beispiel: Mit n = 3 und m = 5 ist vn? + m? = v/34 = [5;1,4,1,10] und

vnttm?—n _ V343 o 5 1 1 1A 00370
m 5 AERTRAVRATITT ’

und das Berechnungsschema liefert

Lv [2f-t]ofrf2]3[4]5 |
by 151|111
ay 0814 1] 1|10
Zy 1 1055|2530 325
Ny, || 1 118194453574
also die Naherungsbriiche
5 5 - 25 — 30 325
3 0,625 9 0,5 m 0,568 53 0, 5660 57 0, 56620



2 Kommentar zu S. 4f

Die Formel I auf S. 5 besagt, dass Us,, das harmonische Mittel aus u,, und U, ist, und die
Formel II besagt, dass uo, das geometrische Mittel aus u, und Us, ist. Die Herleitung
von II ist etwas kiirzer, wenn man die Ahnlichkeit AABR ~ AAQR in Figur I zugrunde
legt, denn daraus folgt unmittelbar

AR _AQ
AB AR
S2n %SQ?’L

Sn Son
(2n - s90)? = (0~ 5n) (21 - Son)

Uzn = \/ Up - Uzp
3 Erganzung zu S. 52

Auf S. 52f untersucht Georg Gléckler den Spezielfall
2 — /2 — 1 und konstruiert hierzu die passende Fi-

gur VIIb, indem er zg = 1 und p + ¢ = 2 wahlt. Die
handschriftliche Ergéanzung besagt dann, dass r = ¢ ist,
was sofort aus AB = UU’ folgt.
In einer weiteren Ergdnzung aus dem Nachlass unter-
sucht Glockler den Spezialfall g = ¢ und schreibt:
Spezialfall:
1
_ = g = 1
¢ TEE
dann ist
AU  AU"
BU ~ BU' Y
und
_ P
AU:BU: qzl—g:g3
AU BU' 1+ % 1+yg
Abbildung 2: Fig. Vllc
Konstruktionsdaten (Abb. 2);
frei gewéahlt: AD =2p=1 BA=p+q=2

Mit Ezi—‘f:gis‘c dann x1 zézl-i-g:% 1.618.
Dann ist schliefslich

2pq
q—p

U’ = =4 BA=p+qg=2



also

vy’
=2:1
BA
Es ist dann in diesem Fall
2 , 2
p=29 q=2g r=AU"= -
g

4 Erganzung zu S.37

Bei dem 1.Beispiel durchléuft d,, die Zahlenfolge von Fibonacci:
1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, ...

5 Korrekturen S. 79

Johann Jakob Balmer (1825 — 1898) fand sein erstes Seriengesetz 1884. Die Konstante in
seiner Formel ist const = 3645,68 A, 1A = 10~ 19m.

Die Formel in Zeile 20 lautet daher lim const - QOi_zz = const = 3645, 68 A.

m—0o0
Die heute iibliche reziproke Schreibweise % =R (2% — #) geht auf den schwedischen
Physiker Johannes Robert Rydberg (1854 — 1919) im Jahr 1888 zuriick. Man nennt

R= 736425? 63 1019m~ = 109718,9cm™! die Rydberg-Konstante.



