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VonwoRr

Rekursives Rechnen ist ein solches, bei dem man durch Zurückgreifen auf erste Rechenschritte die dabei

auftretenden Gesetzmäßigkeiten erkennen muß, so daß daraus die nächsten Rechenschritte folgerichtig

vollzogen werden können. Die bekannte Folge l, 2, 3,5, 8, 13, ... kißt eine Gesetzmäißigkeit erkennen,

die sich in der Rekursionsformel x, = X,r-r * Xn-2 erfassen ltißt. Solehes Rechnen vollzieht sich im

Prinzip in gleichartig sich wiederholenden Schritten und ist daher geeignet, "unenclliche Prozesse"

sachgerecht zu beschreiben. Die folgenden Beiträge witlmen sich elementaren mathematischen

Fragestellungen rvie z.B. der Berech-nung der Kreiszahl n, die auch zum Teil inhaltlich geeignet sind Ln

dieser Form an der Oberstufe einer Schule behandelt zu werden. In den einzelnen Beiträgen soll gezeigt

uerden, wie die rekursive Denkweise für diese Fragestellungen in der Natur der Sache gegründet ist. In

erner Zeit, in welcher der Gebrauch des Taschenrechners im Unterricht immer selbstverständlicher wird,

ist es wichtig, dasjenige stärker ins Bewußtsein zu heben, rr'.as sich sonst im Computer unbewußt

abspiclt: Ein technisch realisierter iterafiver Prozetl. Aus dem Dargestellten ergibt sich ganz von selbst,

wo und warur der Einsatz des Taschenrechners wirklich sinnvoll wird. Die einzelnen Beiträge können als

Teil eines umfassenderen Ganzen - dem Rhythmologischen Rechnen - aufgefaßt werden.

Im weiteren finden sich ergänzende Aspekte inbezug auf Arithmetik, Musik, Astronomie, Geschichte,

und Spektroskopie. Das Kapitel "Rekursive Rechengrundlagen der Berechnung von Logarithmen" und

die irn Teil IIa dargestellten Zusammenhänge überschreiten zum Teil schon die Grenze der elementaren

lVfathematik. Möge diese prol.isorische Schrift einige Anregungen für den Mathennatikuntericht geben.

Für weiterfuhrende Ergänzungen bin ich dankbar.

Die beiden Aufsätze von L. Locher-Ernst - vor mehr atrs 30 Jahren geschrieben und in den "Elementen

der Mathematik"I veröffentlicht - sind heute so aLtuell wie darnals. L. Locher-Ernst macht in diesen

Aufsätzen auf gewisse Unzulänglichkeiten im Mathematikunterricht aufrnerksam und gibt Hinweise auf

einige verstärkt zu behandelnde Unterrichts-Gebiete. Ich habe mich deshalb entschlossen, diese Aufsätze

im Anhang dieser Betrachtungen wieder abzudrucken.

Zum Schluß gebührt Wolfgang Held der Dank für die Drucklegung mit den zum Teil recht

komplizierten Figuren.

Georg Glöckler Dornach, im März 1994

I "Elemente der Mathematik-Jahrgang 1961 Band XVi, Nr. 5,6, Jahrgang 1962 Band XVII, Nr. 1,2
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I. Dm BERECHNUNG PER KNTISZATU. N NACH AP.CTM\ffiDES

Im Folgenden soll die Kreiszahl a nach der Ausschöpfrnethode des Archimedes berechnet werden, und

zwar rekursiv aus den Umfüngen eines dem Kreis mit Radius r = I einbeschriebenen und umbe-

schriebenen regelmaßigen n-Ecks. Diese Umf?inge un brN. I/, seien zunächst gegeben. Aufgrund

elementargeometrischer Beziehungen lassen sich dann die entsprechenden Umfünge u2rbart. Ur, für die

dem Kreis einbeschriebenen bzw. umbeschriebenen regelrnäßigen Zn-Ecke ermiueln.

Wir betrachten zunächst die folgende Grundfigur:

Voraussetzung:

Weiter isi dann:

Dabei gilt:

und auch:

AB = s, sei die Seite eines dem

Kreis einbeschriebenen regelmä-

ßigen n-Ecks

PT = Sndie Seite des dem Kreis um-

treschriebenen regelmäßigen n-Ecks.

AR = s rn die Seite des dem Kreis ein-

beschriebenen regelrnäßigen 2x-Ecks.

QS = Szn die Seite des dem Kreis um-

beschriebenen regelmäßigen 2n -Ecks.

LQRM = LSAM

AQ = RQ sawie MR: MA

Nun gilt weiter: MPg MFM - LPRM

MF MR MA AF
Daraus folgt: 

MA= 
^rp= 

IW= pR

Weitergilt:
Ag 

=ML _AF
P8 MA PR

Wir erhalten so die erste geometrische Fundarnentalbeziehung:

Zur besseren Übersicht stellen wir die wichtigsten Bezeichnungen nochmals zusammen:

AF =* s,

PÄ=*S,
UR=i sz,

gR=* sr,,

AB=sn

PT=5,
AR= srn

QS =Sr^

P8= Pn- QR=* S, ** Sr,

AQ= QR =*Sr,

Figur I



Aus (l) folgt dann: , ,§i. = +iJ, -tSr, i's,

und daraus: sr, =ffi t*)

Nun gilt firr die entsprechenden Um{iinge der Vielecke:

u'= fl's'
u"=2n's'n

und damitaus (*): Sr,=*=?+
;*;

oder: {l =2un'U'u2'- 
un+IJn

anders geschrieben

Nun ist weiter: LQRU - M^RF

Daraus ergibt sich die zweite geometrische Fundamentalbeziehung:

(l ,- n.S,
U rn =2n ' Sr, (a)

9!=4L e\URAF\,/

Mit den eingefi.ihrten Bezeichnungen folgt daraus zunächst:

§,.
2 - 

sz' 
oder:

12! s,,

22

Mit (a) ergibt sich daraus:
I

il2,
I

Wir erhalten also das schöne Resultat: Einerseits ergibt sich der Urnfang des dem Kreis umbe-

schriebenen regelmäßigen 2n-Ecks als harmonisches Miuel aus den beiden Umliingen des dem Kreis

einbeschriebenen und urnbeschriebenen regelmäßigen n-Ecks. Andererseits ist der Umfang des dem

, sn'Sznt;r=-T-

[r.ri I(r, u, )
ll

Urn 2
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Kreis elnbeschriebenen regelmäßigen 2n-Ecks das geometrische Mittal aus den Um{iingen des dem

Kreis einbeschriebenen regelmäßigen n-Ecks und dem Kreis umbeschriebenen regelrnäßigen 2n-Ecks.

Archimedes (290 - 212 v. Chr.) hat den Umfang eines Kreises dadurch bestimmt, daß er diesen

Umfang durch regelmäflige ein- und umbeschriebene Vielecke angenähert hat. Verfolgt man diesen Weg

und geht man von einem regelmäßigen ein- bzw. umbeschriebenen Vieleck aus, berechnet deren

Umfiinge uo bzrr,. U, und bestimmt dann die Umfiinge ur, bzrv. Ur, der zugehörigen (ein und

umbeschriebenen"l 2n-Ecke, so lassen sich diese Umfiinge rekursiv durch die folgenden Formeln

berechnen:

Bemerkenswert dabei ist das Auftreten des arithmetischen bzw. geometrischen Mittels aus den

Kehrwerten entsprechender Umfünge. Atlerdings tritt dabei in II der Kehrwert von Urn auf.



2. DIE BERECHNUNG DER KREISZAHL II NACH Cusauus

Ganz anders geht Nikolaus Cusanus (1401-1464) vor. Er geht von einem dem Kreis einbeschriebenen

regelmäißigen r-Eck aus und berechnet dann den Umfang des einem neuen Kreis einbeschriebenen

regelmäßigen 2r-Ecks gleichen Umfangs. Dieses Prinzip wird rveiter fortgesetzt, sodaß sich die regel-

mäßigen Vielecke schließlich einem Kreis annähern, dessen Umfang Uvon vorne-herein bekannt ist. Die

Aufgabe bei diesem Verfahren besteht nun darin, den Radius R des beschriebenen Kreises zu berechnen.

Es seien dabei die folgenden Beziehungen gewählt

M2

(Figur II):

,4th = s

MrBr = ft

Mr$ = gr

Es sei

v/____ i

Seite des einbeschriebenen

regelrnäßigen n-Ecks

Radius des Umkreises des

regelmäßigen r-Ecks

Radius des Inkreises des regel-

mäßigen n-Ecks

Zrs'. = M7B1

2p2: = MzFr

Weiter seienlz bzw. Bzdie Miue vonÄMzbzw.
Bt@.Daraus folgt dann:

AzB, = | ; MrB, = 12; MrF, = p,

Damit ist zunächst gesichert:

n.s=2n,t=U,=Uz,=(J

Man erkennt an der Figur unmittelbar die

Figur II

folgenden Beziehungen :

MzFr=MrMr+Mr\

una (Urrf,)' = MrR.MrF, (Kathetensatz)

also 2pr=rr* Pt

und (2rr)' = Zrt '2 Pz .

Daraus ergeben sich zunächst die Rekursionsformeln:

\* Pr,. 2
,r=J;A .

Da diese Überlegungen unrnittelbar als der Übergang von n an 2n betrachtet werden können,

t, I P,
P2n- . trI

'r, = $; Pr,

gilt allgemein:
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Vergleicht man die Formeln mit den Formeln I und [I, so srkennt man den prinizipiell gleichen dufbau

der beiden Formelpaare.

Bildet man nun die Folgen Pt, gz, Pa, Pt,.... bzw. 11, /2, t'4, /3, .." so ist är vermuten, daß sie ein und

demselben Grenzwert zustreben, der dern gesuchten Radius "R entspricht. Daß dies tatsächlich so ist, wollen

wir nun auch rechnerisch zeigon. Dabei sei vorausgesetzt, daß eine reelle Zahl durch eine

lntervallschachtelung erfaßt werden kann. (Cantor-Dedekindsches Axiom).

Wir wollen irn Folgenden zeigen, daß durch die Folgen der Gleichungen III und [V tatsächlich eine

Intervallschachtelung bestirnmt ist. Dazu ist dreierlei zu zeigen:

l. Es ist stets rn ? pn für alle n.

2. p, ist eine monoton steigende, rn eine monoton fallende Folge.

3. tn - pn strebt mit zunehmendern Index r gegen 0.

Um die Gültigkeit der ersten beiden Bedingungen znigwar könnerq betrachten wir FigurIII:

Figur IIl

Aus Figur II ist zunächst anschaulich klar: h > gr. Weiter sei (in Figur III stark übertrieben) z4B:p1und

AC:n. Der Endpunkt der Strecke gr=Y'liegt deshalb in der Mitte.F/ zwischen B und C. Weiter

gilt: (AD)z = AC . ,4.ä (Kathetensatz) oder AD = ,F; p, . Der Endpunkt Z der Strecke rz liegt darnit

zwischen ll und C. Also gilt zunächst 12 1 ry und pz > pr, wobei pz < rzist. Entsprechendes gilt für ra

und p+ etc..

Allgemein können wir also schreiben:

Pt < Pz I 9q <- Pa < .......'... 1rs <.ta 1 t2 1 f1

Damit ist die Gültigkeit der ersten beiden Bedingungen gezeigt. Die Gültigkeit der 3. Bedingung ergibt

sich nun aus dem folgenden rel«rrsiven Rechenweg unter Benutzung der Formeln III und [V:



. (rr+ Pr)'P;= 
4

ri =rr'Pz=n f*
r, * Pt (r, + pr)'r;-P;='r'-z-

rr*pr ( n+p,')= 2 t'4- ' J

- 
rr' - Pr'

4

entsprechendgilt: ,i - pl =*P-'+
:

Daraus folgt dann
die ganz allgemeine r ^ n' * o?
Beziehung: 'i, - Pi =*i- für v = l'2,3,4,";

,2-nZ
oder: ,3-p?,=ff fürv=1,2,4.8,...

Weiter folgt daraus

,g1 (r,i - p'") = I* (" +p,) (r, -p,) = o

und deshalb

l,E ," = 1,,* p, = R

womit die Gültigkeit der ;1. Bedingung nachgewiesen ist.

Besckeibt man nun um den Mitteipunkt des regelm.äßigen Vieleckes, das die Radien p, und r, besitzt,

Kreise mit diesen Radien, dam gilt:

?pu-tt<U<Zru'N

wobei U der bei dem Prozeß konstant bleibende Umfrng der verschiedenen Vielecke ist" Ino Grenzfall

geht dieser über in den Umfang des Kreises, dessen Radius R wir suchten. Es gilt firr diesen Radius:

ZRn-U=2Rrc
Zusamrnenfassend ergibt sich also durch die Formeln III und [V, daß sich der Radius .R des-jenigen

Kreises, dessen Umtang U gleich dem Umfang eines gegebenen regelmäßigen \rielecks ist, beliebig

genau bestimmen läßt.

Beispiel:

Als Ausgangspunkt kann irgendein regelmilßiges Vieleck gewählt werden, z.B. ein regelmäßiges

Sechseck (vgl. Figur IV und nachfolgende Tabelle).
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rr=1 dannistU=6

p, = i. Jtr = 0,8660...

p, =?:f= 0,e330....> Fr (nachFonnel Itr)

Nimmt man also das regelmäißige 6-Eck als Ausgangsvieleck, so

ist U=6 und r, und p, streben gegen den Radius Ä als Grenz-

wert. Dieser Grenzwert A läßt sich (falls der \ilert für zr als

bekannt vorausgesetzt wird) zur Kontrolle berechnen:

n=*=* =0,9549296...

Aus der folgenden Tabelle lrißt sich sehr schön der

Approxirnations-Grad von ,T ablesen: Für ru : 26 ' 6 = 384 (und

v : 64) stirnmen r, und p, bis auf vier Dezimalstellen überein,

so daß sich n auf dieser Approxirnations-Stufe wie folgt

berechnen läßt:

UU
lf ='- =- =" Zpu 2ru

Wie die unterste Zeile der nachfolgenden Tabelle zeigt, ist dieser Wert von n auf 3 Dezimalen genau.

Zusammenfassencl seien jetzt die beiden verschiedenen Approximationen von z mit dem zahlenmäßigen

Verlauf der Annäherung vergleichsweise dargestellt:

Approximation nach Cusanus: (Ausgangsvieleck ist ein regelmäßiges Sechseck)

tn* P,
Pzn=-,

P, =*Jj

-
=;,!z+ Jz

7 0,9549

rz = *. JinTl = 0,9659... < rr (nachFormel rv;

fzn =

/t =l

U=const.=6

r2p, = f,(r++ f) = i(z + S)

B1

Figur trV

r |(z+J:)

n P, -+'it ru-+R
( v = 1,2,4' t... )

U
-)L2Pu

U

-41t,2r"

T2

24

48

96

t92

384

+Jl
i(z+.,,5)

0,94947

a,95357

0,95459

0,95484

0,95491

I
l-1 
'^ 

t;
1'12+\l 5

0,95766

0,95561

0,95510

a,95197

0,95494

* =3'q6qrc

# =3,vrs3e

3,15966

3,14607

3,1427\

3,14189

3, 14166

5

-# = 3.10583
,12+J3

3,13264

3,13936

3, 14 103

3,14146

3,14156
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Approximation nach Archirnedes:

t t(t r)
-.1_-+- 

I

ur, 2 \u,' u, )

U'=6ß

{Ausgangsvieleck ist ein regelmäßiges Dreick)

I

u2n
r: const. = 1

t r( l r) r

---l 
--L- 

l--

u,- z\tJl- 6Jl )- qJl

4 =3^J3

1frrl
I-

u2 l lJl qJt 6

:

n sn-+0 §, -+0 an -+ Ztt U, -+Ztc

3

6

T2

24

48

96

192

384

t;
{J

I

-
,lz-Jt
0,26105

0,1308 I

0,06544

4,032723

0,016362

2Jl

+ll
4-2J1

0,26330

0,13109

a,a6547

0,432728

0,016363

3ll
6

2.3,10582

2 .3,13263

2 . 3,13935

2 .3,14703

2 .3,14t45

?. .3,14\56

6.,6

4,"6

2.3,21539

2.3,15966

2.3,14609

2"3,1427!

2.3,14187

2.3,t4166

l, Bemerkung:

Die Rekursionsformeln III und [V sind zunächst der Berechnung der Kreiszahl n auf die beschriebene

An angepaßt, wobei imrner \ < prvorausgesetzt wurde. Löst man sich von dieser Bindung und geht von

anderen Ausgangszahlen (2.8. r1=2 und pf}, rt < pr) aus, dann ergeben sich neue Fragen. Für 11 < p1

stellt sich die Konvergenzfrage des Verfahrens aufs Neue.

Im Falie der Konvergenz des Verfahrens bleibt außerdem offen, ob es für die Grenz-werte überhaupt

eine konkrete geometrische oder arithmetische f)eutung gibt. Vorab kann gesagt werden, daß dies

möglich ist. Es zeigt sich, daß mit den Rekursionsfonneln III und [V 2.ts. trigonometrische Fun]rüionen -
und sogar Logarithmen berechnet werden können. In unserem Falle liegt also nur ein kleiner, spezieller

Anwendungsbereich der Formeln III und IV vor.

2, Bemerlamg:

Im Falle der archimedischen Rechnung bleibt der gesuchte Urnfong des Kreises immer kon-stant. Er

wird durch Streckenzüge immer besser angenähert (Rektifizierung). "Krummes" milSt sich am "Gera-

den".Im Falle der Berechnung nach N. Cusanus bleibt der Umfang der aufeinanderfolgenden Vielecke

immer konstant. Dieser gleichbleibende Umfang wird schließlich zum umfang eines Kreises, dessen

Radius wir suchten Hier mißt sich "Gerades" ant "Krummen".
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3. DiE DREI KLASSISCTIEN MITiELBILDUNGEN

Gegeben seien zwei gleichartige Größen re und xr (xr > r0). Dann gibt es drei Möglichkeiten mittels der

elementaren Rechenoperationen eine dritte Größe m dazwischen zu schalten.

l. Arithmetisches Mittel:
mo ist arithmetisches lvlittel, wenn die Unterschieda flt,- xe und xt - tna gleich sind.

Also: fro - xo = xt'ttta

.rl + xo*o=*T-

2. Geometrisches Mittel:
m" ist geometrisches Mittel, wenn die Verhältnisse ntg'. x0 und x1 : rr, gleich sind.

m
AIso: ':§-=A-

xo ffis

*'= Jio4

m, nennt man auch die "mittlere Froportionale" aus den Strecken ra und 11.

3. Harmonisches Mittel:

z1 ist harmonisches Mittel, wenn die Unterschiede iltd - rs und xt - tttr, sich wie die Größen xs und 11

verhalten.

m, - xa .ro

xt-frn xl

Zx^x. I l( I l\*,=T?i oder *=il.'" ,,
Sind die Größen xs und rr (ro < 11) als Strecken gegeben, so lassen sich die entsprechenden

Mittelstrecken leicht konstruieren.

Historisches:

Das arithmetische. geometrische und harmonische Mittel bilden die drei pythagoräischen Medietäten

(Pythagoras 570-480 v.Chr.), d.h. Proportionsverhältnisse aus drei Größen, von denen die mittlere

aufgrund einer Froportion durch die beiden anderen bestirnmt ist" Theon von Smyrua (um 100 n.Chr.)

unterschied in späterer Zeit zetn Arten von Mittein zwischen drei Zahlen a, b, undrn, unter denen sich

als die wichtigsten die oben aufgefuhrten befinden. Als vollkommenes Verhältnis galt dasjenige, das aus
zwei Zahlen a, ä sowio ihrem arithmetischen und harmonisehen Mittei besteht, also a 1 ffia= m4r: b,

z.B.12: 9 = 8 : 6 2.

2 vgl. auch Teil IIa , Seite ?8
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Zur Konstruktion der 3 klassischen Mittel aus den gegebenen Strecken x0 und xt (>xo )
l. Arithmetisches Mittel rzo:

Aus ffio - xo = xt - t?la

folst *^ - Is!:t"2
Zur Konstruktion von mo.

c!=r"-ro 
(scheiter c)und weiter vn rr - xo

woraus insgesamt: W * mo =I+!t folgt

CEl
CBz

Aus JI--=YL
fre rl

folgt m, = 1Eo - r,

Die Konstmktion folgt unmittelbar aus

dem Kathetensatz oder aus der lilurlich-

keit der Dreiecke AUVundWB.
B 

2x,,x,
Behauptung: r'h xa+xl

zunächst ist

2. Geometrisches Mittel mr:

3. Harmonisches Mittel m1r:

Zur Konstruktion des harrnonischen Mittels mh aus den gegebenen Strecken rg und 11 :

Es ist also zunächst zu beweisen:

2xox,
ffin=(JV" .ro+rt

Mit den Bezeichnungen der Figur VII gelten die folgenden Proportionen:

m,-x^ a
--.!L-a =; (scheitel v)xr-frn D

ac
E=A (ScheitelD)

cN^
; = --: (Scheitel S)
drl

Also
mh-xo _xo
xo-ffi xl

2x^x,
mh=-:'-!- folgt.'' xo+ xl

woraus
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>l o

AUDcr__-_ /Scheitelg)
BU qd

(Scheitel §)

(Scheitel U')

Drei ergtinzende Bemerkungen zum AuJbau der

I;igur Wl:

1. Leicht einzusehen ist, daß § die Strecke (/I'
halbiert, daß also gilt U§ = §I/. Das folgt aus den

drei Proportionen:

SVc
x1 c+d

' ,= P (ScheitelB)c+d p+q
oUS

(Scheitel l),
P+E rr

woraus schließlich U§ .= .SIl fcrlgt.

Wegen

USZAI
(Seheitel C)st/ ÄD I

folgt daraus rveiter ZA: AD" was zu einer zweiten

möglichen Konstruktion des harmonischen Miuels

ftiy arLts rs und xr führt (vgl. Figur VI[I):

2. Aus denn Vorangehenden ergibt sich die

harmonische Lage der Punkte A, B,U und U', d.h.

es gilt

c AU A{J'
fr = fu oder DV(ABUU') = (-I.

U'a

I

1

Z
G1

B

FigurWI

((- t ) bei Berücksichtigung orientierter Strecken)

In diesern Zusammenhang sagt man auch eine Strecke,,4B werde innen (durch U) und außen (durch U)
in demselben Verhältnis geteilt. Es gelten nämlich die folgenden Proportionen:

9=ä
dNl
xo _ AU'
rr BU'

womit die obige Behauptung bestätigt ist.

3. Zusammenhang zwischen harmonischen gelegenen Punkten und dem harmonischen Mittel

Wir wollen noch zeigen, daß die Strecke UUn das harmonische Mittel aus den Strecken AU' und, BU'
ist. Aufgrund der 2, Bemerkung gilt:

AU AU'
tsU BU'
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Nun ist

woraus

AU =UU'- AU'

UU'_ A{/' AU'
=-BU'_UU'BU'

Gegeben:

AB:a=12
BC:b= 6

zunächst ist dann

AM=MC
a*b=-f = *'

und (Kathetensatz):

BD=BE=mr=Jä16

Nun rverde die Strecke SB = mo

über ß hinaus bis ?n verlängert.

Dann gilt aufgrund des Sehnen-

satzes im Kreis (mit Scheitelß):

BD,BD : SB BT

oder

(aa\' ml zabBf= SB =;=mn=i+i

BU = BU'-UU',
2AU'.BU'UU'=fi*VV fotut

und

Zw e i ve rs chi e dene zus amme nfas s e nde Fi guren

AIle drei Mittelbildungen lassen sich auf zwei verschiedene Weisen in einer Figur veranschaulichen:

l.

mo= AM = MB

mr= FC

mn= CD

Dabei ist unmittelbar klar:

[o1ntn1mr1mo1

B und

mo.m, =tfi

2.

Konstruklion der drei klassischen Mifiel t7t^, ffisund nn6 mittels Kreisen:

oder

.I1

/
/,'

l,'
\

A

Figur IX

Figur

(vgl. Seite 16)
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Alle drei Mittel lassen sich darui an der obigen Figur unrniuelbar ablesen. Dabei ist ersichtlich:

mr) mr) 7n,

Flinweis: Im Teil II auf Seite 55f finden sich zum Begriff "Harmonisches Mittel" noch einige ergtin
zende Bemerkungen.
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4. UNTERSUCHUNG voN REKTIRSIoNSFOLGEN, DIE SICH AUS DEN DRII KI.ASSISC}IEN MTiEL
BILDUNGEN ENTWICKELN LASSEN

4. l . Fo rt laufe nde a ri thme ti s c he Mi t t e lbi ldung

Gegeben seien die beiden Ausgangswerte xs und xr, zu ermitteln ist der Grenzwert der Folge:

-xr-t*xn-z n>2 V

Zunächst berechnen wir die ersten Folgenglieder x, und sodann die Differenzen aufeinanderfolgender

Glieder der Folge:

ro=ro
rr - ro = rr - ro mit zunä clst x, > ro

xl =rt

IZ -Xt ='?
v J-Y*1,^0

*^ -'2
rr -'(: = 

t' -'o
4

3x, +.ro
L. 

-"4

xq-xt=§'

5x, * 3xo
x, =-"8

x5-x+- 
rt -ro

16

I lx, + 5xo
r. =-' 16

*n-l

/ i \n-l rt '- ro
r 

-Y -l-ll*n 4n_t _ \ r/ 
Zr-l

x,=x,-t+(-1)'-' F Va

l. Rekursionsformel für xn

2. Rekursionsformel für
xn

oder

r="n
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Bemerkung:

Es lassen sich schöne Zahleabezieliungen zwischen den aufeinanderfolgenden Folgengliedern der linken

Spalte entdecken. Es sei:

arx, * brxo
Xn=_nl

a*+lxt+bn+fi|'

Dabei erkennt man z.B. die Beziehungen:

dn *bn = /'-l
an =bn+t

bn +2'-r = ar*,

Daraus lassen sich die Koeffizienten ar und ä, lrerechnen:

a,=!lZ' +(-1)^']

b, =\fz^-t + (-l)'l

so daß sich x, wie folgt darstellen läßt:

anx, )Fb,xo [2" +(-t)*']r, +[z'-' +(-l)']ro
L =--*r - Zr-t 3.Zr-1

z I (*i)'-' (-r)'
=Jr, n jxo+;r,-t xr*17itco

Damit ist schließlich

. z\+xo
,= llg*,=-t-.

Nun betrachten wir das Gleiche anders, indem wir die Gleichungen der rechten Spalte auf S. 17 verfol-

gen: Durch Aufsumrnieren der jeweiligen Glieder der linken und rechten Seiten der Spalte erhalten rvir:

(r, -ro) +(rr'r,)+ ..,.. +(r,'-r*r)= x,-xo (Summe der linken Spaltenglieder)

und

(,,-,0) -'?.'?+ . +(-r)a $!-
, (, l,l 1, i,r\r-r I )

=(xr -r.J[' ä*ä-ä* (-i)" ' 
2,, )

r-!11 " ( (-r),*,)
=(r, - ,r)^-+ = !t*,-r.)[ rnä._ | rsu**.derrechtenspaltenglieder)

,"; ' \ L )

Also ist

2r
x, - ro =;(rr

(b)

- ,, ;[r * 
(- r) '.' 'l

\')
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oder

n I (_I),*,
, =ro* tG,--rr)[r+-7- Vb,

BeisPiel: 
), .( r)

r+ = ro *f (', - '.\' -G)
2 t5, \

=ro *J';(xr -xo)

5t ', 5x,+3ro
= xo f 5\rr - xo)= g

Insgesamt ist also

!:g*,= xo +?(r, *xo)

2x, + xo

3 -' '

Wir haben also auf zwei verschiedenen Wegen den Grenzwert x erhalten. Das Ergebnis des un-endlichen

prozesses ist hier abhängig von den Ausgangsdaten. Ist z.B. xr = 4 und x0 = l, so er-gibt sich für x der

Wert3. Isthingegen.yr=trundrs=4,soergibtsichfürrderWert2.DerFallxo=0undx1 =lführt
z,Jx =+, der Fall xo = I und xr = 0 zu r = +.

Bemerkung:

Sehr schön l,ißt sich an der Folge das Prinzip der Intervallschachtelung arithmetisch zeigen:

Y 
-f*lxz-xo=- 
Z

rt -roxt*xz =-T-

x,-xn*z=V > o ftrrr ) ro und gerade n

aiso xn = xn-z-W
x, ) xnz r, monoton steigend für gerade n

entsPrechend ist:

rr -rt =&;a
ro -rt

rs _xg =_ 
16 

_

:

xn- xn-2= 1;p 
< 0 fürx, > xo und ungerade n

3 vgl. ctie entspr. explizite Darstellung fttrxn auf Seite 19 !
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also

n=2

n=o_fii*
n=3

rr -rox, = xr-z 
2ra-

xr l xn_z xn monoton fallend für ungerade n

Aus Va folgt fiir n:2.v'"

xzu =xzr-t+(-i)2'-' W oder: xzu-t = xzr+(-l)2' W-
D.h. alle r, mit ungeradem lndex sind größer als diejenigen rnit geradem Index. Außerdem folgt aus Va

!3Q^-',-,) = lim(-r)"-''I!;P=o ,

rvas noch zu zeigen war.

Als Beispiel betrachten *'ir die Intervallschachtelung mit den Ausgangswerten :

xo:2,.r1 = 16, alsox='T = I1,3 (sieheZeichnung).

- -,\Lo*L

rr=16
xz =9
xr=* =L2,5

xo=* = 10,75

rs =? =11,625

xs=f=i1,1875

x4 x5 x3

4

2x,+x^ 34limxn=#=-I= 11,33...
n-)@ J J

Figur X
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4. 2. Fortlaufende harmoni sche Mi ttelbildung

Gegeben seien die Ausgangwerte ro und x1. Zu ermitteln ist der Grenizwert der Folge x,, wobei

I t( l r)
---l 

-_-a-- |

x, 2[r,-, ' o,-, J
sei. VI (1. Rekursionsformel fi.ir x,)

Zunächst berechnen wir die Kehrwerte der Folgenglieder und sodann die Differenz der Kehrwerte auf-

oinanderfolgender Glieder der Folge:

a=f
xo ro

I _ I : rr ]ro
ro rt xoxr

a=a
.rl rl

1 *_1 - 
ro -rr.

xt x2 Zxox,

1 _ rrl.q
x2 Zxrx,

I _ I _r,-.{o
xz xl  xox,

I _ 3xo +r,
x3 4xrx,

1 * I :xo*xl
x3 x4 8ror,

I - I =(-r)'-''^Ij'-{o_ \ Lt rn_lXn-t xn z

1 3x, +5ro

x4 8xor,

I
X n-l

VIa
1

xn

Man erkennt mit (b) (vgl. S.l8)

(2. Rekursionsformel
ftir xr)

| _!rlt!,\-_ 1r'-' . 
({]r, + [z' + (-t)'-']ro

xn Z'-t'rorr 3'2"-r 'xox,

Aus den Gleichungen der rechten Spalte folgt weiter (entsprechend dem Vorgehen auf S. 18 und 19):
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.l - 
I 

=rl-ro [,-1*]-+ +(-l),-r -i-)xo x, Jo.rr ['-z'q '""r\ L! 2'u)

, - 
(-!-i

rr -ro L 
2n

= ,0.r, -1-T-

-? .*,*'o [, -iffl- 3 ,o'.r, 
-[' 2' I

L.x,:xo.[, -f]3 xo.x, (^ 16)

Beispiel:

I
xo x4

Es ist also:

und weiter:

- I I I Zxr'xolim-,-* xn x xo 3 .ror,

=2'o: 
*,

3xox,

Beispiel: xo= 4, x1 = l6; r = 8;

*5.r,--fn
8 xo'r,

I I 5 x, -xo 8x, -5x, +5ro 3r, +5xo

x4 xo 8 xo'r, Bro'x, 8r,'r,

l_l__1.rr-xo[,_gf]
;=;-; \t i.'-*r J

vrb

also:

3rrr,
Zxo* x,



23

Figur Xl

ro=4
rr=16
- -32e2- 5

_ _&*3- l
_ _ 128*4- 17

:

-. 3x^x,Iimf = --u'r -8,4* n Zxr,*x,

Auch hier läßt sich wieder sehr schön das Prinzip der

Intervallschachtelung konstrul«iv verfolgen. 4

Zrr Konstnrktion siehe Seite 14
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4. 3. Fortlawfende geometris che Mfitelbi ldung

Gegeben seien die beiden Ausgangsrverte xo und rr.

zunächst gilt:

*o -'o
rl =Jt

Z'+(-l)*t 2rt +(-l)'
^n_ll 

. -\ Lt - -\ r/

' tl- 3 -- ---r-xn= Vrr 'xo

xl

xo

F,-
{;

^E
1,0

/;;
tl-

1,,

,r = r{*r' *o

*r=,!i,=ffi-*=im;
'o=ffi

ref rrJ
r_s = vxl xo

mit (b) gilt: (vgl. Seite 19)

,,tfi bx,--" !xrn .xon

Entsprechend den vorangehenden Betrachtungen können wir diesen Grenzwert auch noch aufandere

Weise ermitteln. Es ist nämlich:

{t-
xo

xz-
xl

x-
J

x2

x,

x3

(2. Rekursionsformel für x,)

Ennittle den Grenzwert der Folge

VII (i. Rekursionsformel für rJ

oder:

z" 4-1)*\ Znt +(-1\"
.. .. 3rr-..@Xn=Xr " 'Xo "

z t f-=-
iim x, = xi xd = {lri . r,

-*'- =( ,xnt l.
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Weiter ist:

'rl x2

ro xl

rr x2 x3

,ro .trl x2

'r 
x4

ro x3

und allgemein:

E
{;;
rT
I x.'

4l --J-
l ro'

t--
ix,'

n I ----l-

1,0'

xl

ro

Beispiel:

x4 F'
xo Iro

, .2'+(-l)n{rI;, I 'r,=xo 
[r",ffi j

VIIb

Daraus folgt dann:

x=limxn
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Man überzeugt sich leicht davon, daß die Folge r, eine Inten'allschachtelung darstellt:

Beispiel: xo= 2, rr = 16; x = 8 (siehe nachfolgende Zeichnung)

xo =2
xr=16

xz=4Ji

xr=$'!12

= 5,657

* 9,5I4

-7,336

= 8,354

xo= 4'W
r, = 8'tS

xa=4 347t 
=7,829

-
li11 

r, ='lxi .xo = 8

Die obige Zeichnung veranschaulicht die zugehörige

jeweils auf Anwendung des Kathetensatzes.

FigurXIl

Intervallschachtelung. Die Konstruktionen beruhen
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4.4. Drei Bemerkungen zu den Rekursionsfolgen

1.

Ein Vergleich der Grenzwerte der drei verschiedenen Folgen, denen die drei möglichen Mittelbildungen

zugrunde liegen, zeigt, daß die ersten drei natürlichen Zahlen die Grenzwerte konstituieren, und zwar

aufjeweils charakteristisch verschiedene Weise.

Grenzu,ert der Folge der arithmetischen Mittel: t =2*' !l*oJ

Grenzwert der Folge der harmonischen Mittel '. x == 1'o'r'rL' *' 
Zxo+7x,

Grenzwert der Folge der geometrischen Mittel: . = 

"[2'T

2.

Alle drei Grenzwerte sind das Ergebnis einer [ntervallscliachtelung. Man vergegenwäaige sich an Hand

der gegebenen Zeichnungen den Prozeß des konstruldiven Vorgehens in einzelnen Schriuen. Dies führt

zu einem bildhaften Erleben dessen, was eine Intervallschachtelung eigentlich ist.

3.

Bei den drei beschriebenen unendlichen Prozessen bestimmen die Ausgangswerte xg und x1 wesentlich

den Wert des Grenzwertes. Der folgende Beitrag soll zeigen, daß es unendliche Prozesse gibt, die stärker

sind als die Ausgangsrverte. Die Grenzwerte als solche sind dann unabhängig von den Ausgangswerten.
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5. ''DER. PRozEN ALS SOLCHER IST STARKER ALS DIE AUSGANGSDATEN,'

5. l. Eine arithmetische Betrdchtung

Ausgangsvoraussetzungen: Gegeben seiendiepositivenGrößen.rsund.r1-

Daraus bilden wir die Folge:

X7: ClXl * bXs

X3: OX2 * bX1

xn = o* ,,-, * bxn-z

(mita>0undä>0)

VIII

Schließlich bilden wir daraus die Quotientenfolge

x^ ax, +bx^ bAiso Qr=r ---1----":' =a*--rl xl Qa

x3 axr+bx, . b

xz .. xz Qr

n = A,l,?,3...

Beispiel:
bql3=a+--

a*,
ba+-

Qo

.x,mlt qo -r
xa

(4-gliedriger Kettenbruch)

x ..n+\
Qn=-

xn

Qz

b
8n=a

Q n-r

b
=a i___i_

a+-

= 

Qnz

b
Qr=Q* bu+- 

b
at- 

"

ba+'-
Qo

Daraus folgt weiter mit q - lim gn:

b
8=a+-

q

q2 =aE+b

aF-
u =il,l o 

*b

IX
( q > 0, weil a,ö,r0, x, > 0 )
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Drei ergänzende Bernerkungen

1. Für a=2 und ä=l und den Anfangswerten.rg=2 u. xr*6 sei der folgende unendliche Prozeß betrachtet:

x,
Qo=- =3 =3

.ro

117*
Qr=Z+- =2*; =7 =2,3

QosJ
l3t7qr=Z*:.-T =2* 7 =n =2,4286

2+-
Qo

l74lq3=2+- | =2* n= n=2'41182*t
2+-

Qa

t7 99
Qq =2* 

14= e = 2,4146

Nach den vorangehenden Betrachtungen ist q = lig{, und q läßt sich aus der Gleichung IX ermitteln,

ist ersichtlich unabhängig von der Wahl der Ausgangsgroßen rs und x1. In diesem Falle ist dann g =

l+J, x2,4142.

An dem obigen Prozeß läßt sich sehr schön überblicken, wie mit steigendem Index n der Ein-fluß des

Gliedes f (unO damit der Einfluß der Ausgangsgrößen ro und r1) auf q, in dem Maße zurücklritt, als

sich g, dem Grenzwert q nähert. Im Grenzfall q, -+ * ist dieser Einfluß dann verschwunden. Der

Prozeß als solcher hat sich «lurchgesetzt. Man vergleiche diesen Gedanken mit dem Prozeß des

homöopathischen Potenzierens.

Der Einfluß des Gliedes f rm jeweiligen Kettenbruch auf den Wert gn läßt sich am besten aus der

Differenz at seinem Näherungsbruch Nn ermitteln" Unter Näherungsbruch wollen wir den

entsprechenden Kettenbruch ohne f verstehen. Demnach ist also:

q'* N'=7-2 =l
3)

r7 ( t) r
q,- N,=T-lr*r) =- 

t4

4t ( r ) r
q^-N, ---! 2+-- i=-3 "3 ü \- z*+) 85

I
Qr-Nn =- 4n etc.....

2. Die Darstellung des Grenzwertes q als unendlicher Kettenbruch in der Form

e =a + - oder z. B. als q = a *---t__- q a+-I-
bo+-
q
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z€igt, wie hier das Ganze (nämlich g) im Teil (als Glied des Kettenbruches) steckt. Man vergleiche

diesen Gedanken mit den Erscheinungsformen des Lebendigen, z.B. einer Pflanze oder einem Seestern.

3. Aus dem Vorangehenden ltißt sich auch eine Methode zur Ermittlung von Näherungen an eine der

positiv reellen Lösungen einer quadratischen Gleichung entwickeln.

Es gelten die Beziehungen:

VM
rx

(c)

-' In+l

lsq, =!,\;=,
Zunächst entnimmt man der quadratischen Gleichung IX die Koeffizienten a und ä, wodurch die

Rekursionsfolge x, bestimmt ist. Mit irgend welchen Anfangswerten 'rs ) 0 und xr > 0 kann nun der

Rekursionsprozeß ftir x, in Gang gesetzt werden.

ImFall der l. Bemerkungwar o:2, ä =l undwirwählen 16= l und xr=4.

Damit ist

r^=2.4+l = 9I

xz=2.9+4 = 22

xd=7.22+9 = 53

xs=2.53+?2 =128

xa =2. 128 + 53 = 309

xn = axn-r+ bx*,

q2 =aq+b

^ -xr+lLln -
xn

f)araus folgt dann die Quotientenfolge q* = 
b, die

xn

gegen q strebt. Es ist also:
x- 223 ___.t 

^
_ L,a

x29
x. 53
-1---=2.40913 22

x. 128
---r- - 

- 
=2.4151x4 53

x. 309
--g---1

-L15 lzg '4141

Der Grenzwert q = lim g, ist in

diesem Fall g = 7+ J2.= 2,4142..

5.2. Eine geometrisch - arithmetische Betrachtung

a) Das Entstehen eines Quadrates aus einem "Viereck-Keirn"

Wir gehen von einem Quadrat aus und ennitteln zwei Beziehungen, aus denen sich die

Inkommensurabilitiit von Diagonale und Seite leicht nachweisen läßt:
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Es seien die folgenden Bezeichnungen gelvählt:

AC=dt

, AB=AI)=st
CD=DE=BE=sz

CE=dz

Dann gilt:

52=dt-St und dz=Sr-Sz

Figur XllI

Wendet man das gleiche Verfahren auf das

Quadrat CDEF an und setzt diesen Prozeß

sirurgemäß fort, so erhält rnan die folgenden

Beziehungen:

J, =dr-, -s*,
d- =s- , --s

Dabei sind s, und d, "werdende Nullen", wobei

ihr Verhältnis q für alle n das gleiche ist. Wir
berechnen nun für alle n dieses konstante Ver-

hältnis miuels der Rekursionsformel X:

o = L =J^.i-s'--' t, d*t-s*t

_2sn,-d,-,
dnt - Snt

d
^FI

- 
- 

:§r-l
d*t

-l
§r_l

='2-qq-r

sr-, -dr-, +s*,
dr-t - sn-t

§*l
Also: qz =2 oder !"-=6 fürn= 2,3,4...

Nun führen wir eine Vertauschung dr.lrch, deren Sinn erst erkannt sein rvill. Wir ersetzen den lndex r-1

durch n und umgekehrt. Damit ergibt sich aus den Formeln X:

sn-1 = dn' s,

d^l=§n-Sn-t

dn= sn - §n-l = dr-', * sr-1 * sr-1

und weiter:
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du=dn-.+2sn-,

.§, =d*-, +,sr-,

Ausgehend vonirgendeiner Raute (mit den rnillktirlich gervlihlten Seiten sr und der Diagonale d1) als "Keim"

erhält man so eine Folge immer größer werdender Rauten, die immer quadratäurli-cher werden. Der

rekursive Prozeß ist also auch hier stärker als die Ausgangswerte.

Theon von Smyrna schrieb dazu: "Wie die Einheit hier allen Dingen gemäß dem obersten und dem

einem Samenkorn ähnlichen Verhältnis am Anfang steht, so wird auch das Verhältnis von Durchmesser

zur Seite in der Einheit gefunden."

Plato nennt im Staat (546c) die Zahl 7 die "rationale Diagonale" zur Seite 5 gehörend. In dem

Kornmentaren <Ies Proklos (450 n.Chr.) zum Staat findet sich dazu folgende Erläuterung die Seiten- und

Diagonalenzahlen betrefi[end, die er den Pythagoreern zuschreibt:

"Die Einheit ist, als Ursprung aller Zahlen, potentiell sowohl Seite als auch Diagonale. Man nimmt jetzt zwei Einhei-

ten: eine Seite und eine Diagonale-Einheit, rurd bildet eine neue Seite, indem man zu der Seite-Einheit die

Diagonale-Einheit hinzuftlgt, und eine neue Diagonale, indem man an der Diagonale-Ein'heit zweimal die Seite-

Einheit hinzuftigt." 5

n su dn

1

2

3

4

5

11
23
57
t2 L7

29 4l

Xa

Die Formel Xa ermoglicht uns nun die Berechnung der Seiten und

Diagonalen der F'olge der Rauten, die iruner quadratähnlicher werden,

entsprechend dem obigen Kornmentar des Proklos:

Bemerkungen:

Wir ermitteln noch den Grenzwert von q^ =4u für n *) * .

sF

Es ist:

2+dn-'
d, _Zsnr+drr= 1-, =l+--L_=l+s, sr-l idr-t l+dn, 

-' ' 
, +d*, 

-' '

Sn-l §n-l

dl-limr=l+---_;--=J2
r+6s ^ I'z+;:.

Arithmetisch bedeutet dies :

t
1+ l+

r+d n-=

s r_2

q, ist hier nicht von vomeherein gleich J7, sondern q, unterscheidet sich mit wachsendem Index immer

weniger ron 16 oder anders ausgedrückt

limq^ = J2

5 siehe: " Van der l|/aerden in Erwachende Wissenschail" S.207
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2. Es ist reizvoll für verschiedene Ausgangswerte sn u. 4, die Folge der Quadrat-Werdung zu Yerfblgen:

§r= 2 dr= 0

/

/
Sz= 2 dz= 4

m
§r=6 df8

Die Figuren sind in verschiedenen Maßst?iben gezeichnet.

3. Kennt man die Kettenbruchenhvicklung von x = J, = (l;r) so erkennt man im Fall sr

d
aufeinanderfolgenden Quotienten,,=; aufeinanderfolgende Näherungsbrüche

Keuenbruches für r:

n §n dn

I

2

3

4

t2
34
7r0
t7 24

sr= I df 2

^§z= 3 dz= 4

st= 7 dz= lA

n .,,, d,

I

2

J

4

2l
35
I 11

19 27

.§r= 8 dz= Il

n .§4 d,

I

2

J

4

:

2 0

2 4

6 I
t4 2A

n sf, d,

I

2

3

4

1l
23
57
L2 T7

§r= 5 df 7

(beste Nähemngsfolge)

-dt=linden
des regulären

sf2 df7 §r=1 dfl

§z= 3 dz: 5 Sz:2 dz= 3

Qn 2 22 2 2 2I

I

0

0

I

t7 41 99

12 29 70

239

159

J

2

7

_5

I

I
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b) Das Entstehen eines regulären Fünfecks aus einem "Fünfeckkeim'n

Wir gehen aus von einem regulärem Fünfeck mit den Seiten s und der Diagonale d:

D
Essei BD =d
und Aß =s

wobei s =AB=AG=GDist.

Da die beiden Dreiecke BGA und

ABD äJnlich sind, folgt:

d*s s

sd
oder

XI

lm Folgenden lagern rvir dem Ausgangs-Fünfeck eine Folge immer kleinerer Fünfecke F, an:

D

ABCDE

BGHCF

GILTHL

FigurW

Aus dem Vergleich der Seiten und Diagonalen der Fünfecke Fr und F2 ergeben sich unmittelbar die fol-
genden Beziehungen:

s' =d' *s'

dz=sr

Fr

Fz

Fs



35

Für die aufeinanderfolgenden Fünfecke Fn-,, und Iü fotgt daraus allgernein:

Für alle n ist dabei * =.on.*, = q.
dn

Wir berechnen g mit XII :

' 
Sr-l

§, 
- 

</-, -s r-, -t- 
d*,

d, - sn-t la.r-
d

oder

l-qq=-
q

qz =l-q also q = g =0,61$l (Zahl des Goldenen Schniues)

Im Folgenden tauschen wir die Indizes n und n-1 in Formel XII aus (entsprechend dem Vorgehen auf

Seite 3 1):

§r-l = dn* S,

dn-t = S,

Daraus folgt:

s =dn n-l

d =d,+sn n-t n-l

sn=dnr* s*-,

dn= snt XII

XIIa

Die Formeln XIIa bestimmen das Bildungsgesetz einer Folge von immer größer werdenden Fünfecken.

Denkt man sich nun als Keim ein erstes Fünfeck, mit willktirlich gewtihlten Seiten und Diagonalen -
z.B. s1 = I und dt = '1. - , so erhält man auf Grund von XItra eine Folge von immer größer werdenden

nicht regulären Fünfecken, die dem Aussehen nach immer regulärer erscheinen.

Arithmetisch bedeutet '' §'
dies: q, =t n , = f firr n -» *. (siehe Anmerkung weiter unten)

Auch hier zeigt sich wieder, daß der durch die Forrneln XIIa vermittelte Prozeß stiirker ist als die

Ausgangswerte.

Dieses "immer regulärer" Aussehen wollen wir nun auch arithmetisch untersuchen. Dazu betrachten wir
die Formel XI, die für reguläre Fünfecke gilt und darnit auch für die Folge der regulären Fünfecke Fr,

Fz, Ft.,.. Wir fragen uns nun, welchen Charakter der Ausdruck
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A,=d,(d^-r,)-sl hat.

Aus den Formeln XIIa fotgt nach kurzer Rechnung:

,1,(d, -r,) - r,1 = d*r(sn-r -d*, ) + sf,,

Abgesehen vom Vorzeichen bleibt also An für alle n konstant. Diese Konstante hängt von der Wahl der

Ausgangswerte s1 und dr ab. Ist z.B. s1 = dr =1, so hat diese Konstante den Betrag l. Allgemein gilt in

diesern Fall unter Berücksichtigung des Vorzeichens:

d,(d, -r,) - rl = (-l)' XilI

Diese Formel llißt sich natürlich auch durch vollstitndige induktion direkt beweisen:

1. Für sr = dt =1 und r = I ist die Fonnel richtig'

2. Wir nehmen an, sie sei fiir n = v-l richtig.

Durch Einsetzen ist zunächst

d,-r(d *r-.0,*, ) - si-, = (-t)'-' .

Nach XIIa folgt daraus:

s,(s, - d, +s,) -(rJ. - t,)' = (-i)'-t

2sl - sd, - d', + 2s ud, -sl = (-t)'-'

d,(r" - a,)+ sl = (-t)'-'

d."(d,-r,)-13 = (*1)'

was zu zeigen war.

Der Grenzwert von qn für ,? +oa ist natürlich g. Dies folgt auch aus Formel XIII:

Seig= lin\
n-aAn

Dannrorgraus rt-*=V
t-q-q'=ü

unddamit E=9.

Zum Schluß zeichnen wir, ausgehend von verschiedenen "Keirnen" Folgen von Fünfecken, die immer

regulärer werden.
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l. Beispiel

n d§

I

2

3

4

5

2. Beispiel

d

I

2

3

4

5

I

J

4

7

ll

n=n= I

t̂\ Erst hier (für n = 2) ist es

sinnvoll, von "Keim" zu

sprechen.

Än=3



38

Auf Seite 30 (3. Bemerkung) deuteten wir an, daß es verschiedenartige unendliche Prozesse gibt. In der

Tat lassen sich drei rvesentlich verschiedene unterscheiden:

l. Der Prozeß ist lvesentlich bestirrunt (oder rvesentlich rnitbestimmt) duch die Ausgangsbedingungen.

2. Der Prozeß als solcher ist stiirker als die Ausgangsbedingungen. Die Ausgangsbedingungen sind nur

dazu da, den Prozeß als solchen in Gang zu setzen. Das Ergebnis selbst ist unabhtingig von den

Ausgangsbedingungen.

3. Der Prozeß ist auf sensible Weise durch die Ausgangsbedingungen bestimmt. Solche Prozesse spielen

in der Chaostheorie eine Rolle: kleinste Unterschiede in den Anfangsbedingungen können zu wesent-

lichen verschiedenen Ergebnissen firhren.
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6. REKURSIvE RTcTMNORUTqULAGEN DER. TRIGONO\,ILTRIE

6. l. Grundlagen

FigurXW

A

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABD mtt der Hlpothenuse r{B : rr

und der Kathete AD : Pr (vgl. Figur XVI). Im Folgenden wollen wir
zeigen, daß der Winkel s" <. BAD rekursiv berechnet werden kann. Das

Verfahren gestattet darüber hinaus die Berechnung eines beliebig genauen

Näherungswertes der Kreiszahl m.

Wir bezeichnen die zlveite Kathete BD mit f . Dann spiegelrr u,ir das

Dreieck ABD an..4D und erhalten so das gleicirschenklige Dreieck /ßC.

Nun biegen wir die Strecke 8C : s in einen Kreisbogen (/l/
gleicher Länge um, dessen Zentriwinkel 2« ist.

Dabei ergibt sich die Frage nach der: Radius R = AU -A[/
des Kreisseldors. Angenommen, wir hätten den Radius von Ä

ermittelt, dann läßt siuh damit der Winkel a, unmittelbar

berechnen:

s2a
Es ist zunächst: 7* = 36ff

mit

Figur XWI

Daraus folgt:
,r' - p? Xry

Im Folgenden werden zu dieser Berechnung einige Voraussetzungen zusammengestellt, die wir an der

Figur ablesen können (vgl. auch die Figur II auf Seite 7): Es ist zunächst:

g=ry und 4r| =2v,'(r,* P,) (Kathetensatz)

Zur Berechnung des Radius .R verfolgen wir die Idee einer Annäherung des Bogens W = s durch einen

sukzessiv verfeinerten Polygonzug.

Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

n^ -\* Pr 
arithmetische MittelbildungYz- 2

,, = T; p, geometrische Mittelbildung

Dadurch kann ein algorithmischer Rechenprozeß

spezieller A.rt in Gang gesetzt werden, der durch die

beidenRekursionsformeln 6

rnlt 4 > pr

-pi

-v_ _._ _)
B

vgl. auch Abschnitt 1.2
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Daraus ergeben sieh die Rekursionsformeln

p,,=tf rII und ,r,= {r; pu tV
bestimmt ist. Wir wollen nun zeigen, daß rnit diesen Rekursionsformeln der Radius ,t des be-

schriebenen Kreissektqrs berechnet werden kann. Im Abschniu 2 haben wir gezeigt, daß für den Fall pr

< 11 die Folgen IItr und fV gegen den gleichen Grenzwert.& konvergieren. An einem konkreten Beispiel

kann rnan sich diese Tatsache noch einmal vergegenwärtigen.

$=,y,:a=r)

Pr

Pz

Pq

Pa

Prc

9tz

Ps

Przt

4lh=
4,5 lr, -
4,62171... I r+ =

4,65194. l,t
4,65948... lr'u =

4,66137... lrr, =

4,66184.. lr* =

4,66L96,., lrrza =

Also R" = 4,662A auf 4 Dezimalstellen genau.

Nun konstruieren in einem ersten Schriu die Annäherung des Bogens (N durch einen Polygonzug:

Zunächst verkleinem wir das Dreieck liBC im Verhältnis

2:l und erhalten so das Dreieck FBrCt rnit dem Winkel

BrCr = f . Spiegeln wir das Dreieck FB€t an FC1, so

erhalten wir das kongruente Dreieck FC$t.

lngesamt hat dann der Polygonzrg BtCt * CtEt die Lzin-

ge.r bei zugehörigem Zentriwinkel { BrFEr = 2o. Die

gesuchte Annäherung des Kreisbogens durch einen

Polygonzug ist also in einem ersten Schritt vollzogen.

Dabei läßt sich rz als erster Näherungswert fi.ir rt aus den Formeln IiI und [V berechnen. Den so einge-

schlagenen Weg verfolgen wir nun konsequent weiter. Die Figur XIX soll noch den nächsten Schritt

verdeutlichen.



4t

Es gelten dabei folgende Beziehungen:

B2C2+ C2E2+ E2F2+ F'2G2= g

für den Zentriwinkel:

4 B2"lG2=ls

Setzen wir den Frozeß weiter fofi, so ist an-schau-

lich klar, daß die folgenden Folygonzüge sich

immer mehr einem Kreisbogen annähem.

Dabei läßt sich der Radius dieses Kreisbogens

durch die Formeln III und IV sukzessive rech-

nerisch bestimnien.

An dem kenkreten Beispiel von Seite 40 wollen wir

das Ergebnis unserer Darstellungen auswerten:

r"+ o^
n 

- 
4 t'

Y4- 2

für den Polygonzug:

= u=30o
I
IE
1'rl:
r:----"=

lri * pi =i

) lq=

9t=1

Aus Formel XIV folgt dann:

r,=5 R = 4,6620

< BAL)

f1 =

9t=
§2-

f . -';,lr; - P;a =-R
180" 3 180"

= 36,870" = 36o 52' 12"?t 4,6620 It

Die eingangs gestellte Auf'gabe ist also firr ein konkretes Beispiel gelöst, und zrvar ohne Trigonometrie.

Das inn vorangehenden Dargestellte firhrt nun zu interessanten Folgerungen.

6. 2" Folgentngen

L Der durch die Rekursionforrneln III und IV vermittelte Algorithr"nus gestattet auch eine unmittelbare

Berechnung der Kreiszahl r, und zwar beliebig genau. Dazu müssen wir nur von speziellen Dreiecken

ausgehen, bei denen wir die Zuordnung der gegebenen Strecken pr und 11 zu rlem zugehörigen Winkel cr

urunittelbar kennen. W'ir wählen ein solches Dreieck:

Aus Formel XIV folgt dann:

a f " ." l8o'/"'-Pi '+ l-
n =- =b.- =6.--J--=3.1410cr /t R 0,955FigurhTlla D
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wobei aus der folgenden Tabelle die Berechnung von R ersichtlich wird:

*Jl
***Jt

Pt=

9z=

9t=

0,86603

0,93301

0,94947

0,95355

0,955

ft-

11-

/4-

=1
I.,

I
Ä

0,96593

0,95766

0,95561

0,955

Pa=

Prc - 0,95459

/ - 

-\
;(z+Jr +zlz*Jt)

_:
.rlz +,ll

fe-

rrc= o,g55lo

-.,3 / -\2+,13) +2\?+.13) =

Bemerkung: Für den Unterricht kann Folgendes von lnteresse sein: Will man den Winkel o, berechnen

(bei noch nicht bekannter Kreiszahl e), so setzt maa zunächst den Algoritlunus der Formeln IiI und IV
wie im vorangehenden Beispiel für ein "sehr spezielles Dreieck" an. Dies führt anr Berechnung der

Kreiszahl r. In einem z,weiten Schritt ltißt sich dar,n o: mit allgemein gegebenen pr und 11 nach dem im

Prinzip gleichen Algoritlrnus berechnen.

2. Nun können rvir den Seitenverhältnissen im Dreieck,4ßD Narnen, bzw. Bezeichnungen geben. Wenn

dies erst jetzt geschieht, hat das den Vorteil, daß der geistigen Anschauung eines Rechenprozesses die

Namensgebung bzw. Bezeichnung folgt, nicht umgekehrt. Dies hat schon K. Kommerell, der große

mathematische Didaktiker so empfohien.

Mitdiesen Bezeichnungengiltdann (für das Beispiel auf Seite 40 rnit rr = 5 i Pt = 4 i f = 3):

-& = "o.o\

& =.or*
r.l

,
1= sincv
\

cos 36o 52'

sin 36" 52'

tan 36o 52'

cot 36o 52'

§

L = lana.
Pt

/-; .
in" - pi

=tfftd
Pt

o,
-!--!- - ^^+*s - vLrlt4

7

Pt

+= 0,8 =

*= 0,6 =

+= 0,75 =

* = tr,333 =

3. Das beschriebene Verfahren gestattet darüberhinaus,für konkret gegebene Pt < rr einen ganzen Satz

von lilinkeln samt den zugehörigen natürlichen Werten der trigonometrischen Furrktionen zu bekommen.

Es ist nämlich, was an den Figuren XVIII und XIX unmittelbar abzuiesen ist:

Die eingangs gestellte Äufgabe ist also für ein konkretes Beispiel gelöst, und zwar ohne'Irigonometrie.

Das irn vorangehenden Dargestellte führt nun zu interessanten Folgerungen.

Das beschriebene Verfahren gestattet darüberhinaus für konkret gegebeno gt< rt einen ganzen Satz von

Winkeln samt den zugehörigen natrirlichen Werten der trigonometrischen Funktionen zu bekommen. Es

ist nämlich, was an den Figuren XVII und XIX unmittelbar abzulesen ist:

,r' - p?
= slnt[



43

Ptcosß = -rl
dPz
2r.
ü;"

cos--:- = -4ro
::

d, P**tt' = 
\r

Damit täßt sich schon eine kleine Tabelle fi.ir die natürlichen Zahlen der trigonometrischen Funktion cos

yaufstellen, z.B' für Pt = 4, 11 = 5 (vgl dazu Tabelle auf Seite 40)'

4,5 : 4,74342: ü,949 0,987

Entsprechenrles Iäßt sich {irr die übrigen Winkelf,rnktionen durchführen, denn es ist:

y a =36o52'

cos f 0,8

a §1-''smT=--;-

.dsln-
4

f " -;l\'' Pi
[anc[ =

Pr

i.-;a l'i*p;[an- =2p,
r."-;a lr;-p;+^-- -wt 4p,

:

cot& = -+={{'- pi

I = l8o 26'
2

.9. = 9o 13'
a

L+

acot; =

cl
cot-- =4

9 = 4n 37' .....I
a,997 .....

--82--f";
ir; - p;

Pa*r;--;
lr; - P;

In der folgenden Tabelle sind für unser Beispiel die Ergebnisse ausgewertet:

I * 18" 26'
2

0,949

a3rc23

0,33333

3

v

cos ?

sin y

tän T

cot y

a, =36"52'

0,8

0,6

0,75

I,J JJJJ

9' = 9o 13'
4

0,987

0,160 l8

a,16228

6,l6219

, {/i-Pi
slncl =
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4. Betriffi die Herleitung einer bemerkenswerten Formel von Euler:

4-

2pz

FigurXY

Nun ist flir dre ersten 3 Schritte:

ad,d,rR
cosr.cos? cos;=-

Allgemein:

d,Aüdtzn
cos7. cos?. cosT. ... . §os-;=:

Weiter ist

r^t ft
lim-4-=.-
k-+* \ \

Damit konvergiert auch die linke Seite der vorletzten Gleichung und zwar gegen '§.
r1

Damit ist zunächst

txaaR
cost.cos?. oosT.

Weiter folgt rnit Gleichung XIV
r=---;

R _ 180" ln'- pi _ sina ,
\ 1C.A \ arca

W'ir gehen aus von der Figur IIa und füllen von r4 das

l,ot,4Br auf die SeiteBF(vgl. FigurXX!).

Darul ist AF = \ und ßfi = tz, d.h.

a12
COSI- --lft

Entsprechendes gilt für die Frgur XIX als Ausgangs-

figur:
a14

cos- = 
_-

4r,
und rveiter

d, r,
cos-' = -e' etc.8ro

Insgesamt erhalten wir also die bemerkenswerte Fonnel von Euler:

sln ü XVarc d,=
cosq. cos*.cos'9.' ...

7 vgl. Figur XYII



45

5" Wurde firr speziell gegebene Ausgangsgrößen p1< rr der Algorithmus der Formeln III und IV durch-

geführt, so kann man die folgende Fragc stellen: Wie iäßt sich der Grenzwert.& als Funktion der Aus-

gangsgrößen Pr und r1 darstellen? Dies wollen wir kurz zeigen:

Aufgrund von Formel XIV ist:

Pr= 8

Pz= 5

p+= 4,08i 14...

Ps= 3,83679...

Prc= 3,77474...

Ft'z=

Pu= 3,75521...

wobei

Also: mitmit h<\l

Damit kann die algorithmische Berechnung von Ä noch andenveitig kontrolliert lverden

6.

*=rf': - o?

*ra aor&
\

XVIa

XVIb
\

Als Ausblick sei nur noch gesagt, daß unser rekursives Veri^airren sich enveitern läßt im Hin-blick auf

die Berechnung von Logarithmen, r.vorauf schon die Formel XVib hindeutet. Dieses letztere hat Gauß

entdeckt. Eirre weitere Fortset:rung dieser Art von Rechnungen führt schließlich zur Berechnung von

elliptischen Integralen durch das sog. arithmetisch-geomelrische Mittel, wie dies ebenfalls von Gauß

schon durchgeführt rnurde. lo

8 vgi. auch die erste Bemerlamg im Abscturitt 2
9 vgl. nachfolgendenAbschnitt
l0 ,gl. auch Abscinitt 9. 1.

Es bleibt eine Frage noch offen.s Die Konvergenz

des Verfahrens mit den R.ekursionsferrmeln [I und

IV wurde für pr < 11 nachgerviesen. Was geschieht

in dem z.unächst nicht geometrisch deutbaren Fall

Pr > rr (2.8. Pi : 8, 11 = 2)?

In der Tabelle wurde das Verfahren rein formal

fr'rr diesen Fall durchgefuhrt. Das Verfahren

scheint also auch in diesem Fall zu konvergieren.

Das ist in der Tat so, denn es kann durch eine

kornpliziertere Rechenfclgee gezei$ werden, daß

l*p,"=ji*'r,=R,

ist. mit Fr > rrl

ffi'z

rl=

fz=

f4=

rE=

r!6=

l32=

/&=
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7. REKTIRSTVE T€CHENGRI,NDLAGEN DER BEREC}SN.TNG DER LOGARITHMEN

7. l. Eine Vorbetraehtung

Im Abschnitt 2 haben wir gezeigt, daß der algorithmische Rechenprozeß, den die Formeln III und IV

vermitteln, für den Fall pr < rr gegen den Gre.nzwert R konvergiert. Irn vorangehenden Abschnitt haben

wir diesen Grenzwert ganz allgemein als Funktion seiner Ausgangsgrößen 11 und p, ermittelt (vgl.

Formel XMa). Dabei wurde schon das Ergebnis des zunächst geornetrisch nicht interpretierbaren Falles

pr) rt ohne Beweis mitgeteilt (vgl. Formel XVIb)lt.

Zunächst zeigen wir wie sich aufgrund der Formel XVIb die natürlichen Logarithmen aller reellen

Zahlengrößer als 1 berechnen lassen:

ln der Formel r-;---;lo! -r."

t
führen rvir firr ein t > I die folgende Substitution durch:

pt=l+t2

h =2t

Dann folgt daraus zunächst

pr*\=(l-t)2>0,

d.h. es ist dann auch pr > rr.

Durch die Sgbstitution XVII vereinfacht sich die Fonnel XVIb ga,nz wesentlich, und zwar ergibt sich

durch eine kleine Rechnung

t2 -r
.R, =-.-^ lnf

oder

/-1-1

n = lqi-j--: XVIbr\l- fa 1

XVil

t2 -llnr= 
O 

(r>l) XVIc

Beispiel: Es soll ln 3 berechnet werden" Dan:n ist in der Formel XVIc r = 3. Die Substitutionsformeln

XYII ergeben dann weiter:

pl = l+t?= l4lz= lS

h=2t =2.3= 6

Damit kann nun der Algorithrnus der Formeln III und [V durchgeführt werden:

I 1 pi" Formeln XVIa und XMb samt <ien zugehörigen Algoritlunen finden sich in einem Bnef von Pfalf an GauJJ vorn 8.

Dezember 1800 (vgl. C.F. Gau/3, Gesammelte Werke, Band X1, Seite 234).



n

1I

2

4

B

16

32

64

128

256

Pn

'ro

I
7,464l0l6t5I3I

7,327631877476

7,293354A9571

7,7.84771557731

7,282629041337

7,282092622727

7,28 19585 156

:

r

6

6,928203230776

7,i91 162139815

7,259076313954

7,276195419751,

7,280483524943

7,281556204tt8

7,28 1 824408483

7,281891461733

:
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R, * 7,2819

Als Ergebnis erhalten wir auftrund von XVIc und obiger Tabelle:

-t- <ln3< -P--

?zss rzsa

7,2819585156 7,28i891451733

l,ü98606 <ln3< 1,098616

oder unter Berücksichtigung des obigen Näherurrgswertos für Rl:

32 -lln3 = p
, tl

8
= 1,0986

7,2819

Die Annätrenrng entspricht also auf dieser Stufe der Genauigkeit von 4 Dezinulen nach dem Komma.

Bemerklrng: Mit ein- uncl denselben AlgoritlmerL nämlich denjenigen der Formeln III und fV, hssen

sich also die Werte yon 7r, der trigonometrischen Fr,rnktionen und der Logarithrnen berechnen.

7.2. Beweis der Formel XVIb

Bei diesem Beweis folgen wir Untersuchungen von Gauß aus seinem li'achlaß wie sie durch K.

Komrnerell in seinem Buch "Das Grenzgebiet der elementaren und höheren Mathematik"l2 wieder-

gege.ben sind. Bei diesem Berveis überschreiterr wir in der Tat das Grenzgebiet von der elementaren anr

höheren Mathematik, wobei cs höchst interessant ist, rvie Gauß ein derartiges Problem durch eine

besondere Substitutionstechnik bervältigt.

12 ,gl. Literaturhinweis am Ende der Schrift
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Wir betrachten also den durch die Formeln III und IV vermittelten rekursiven Prozeß im Falle Pt> rt:

Nach Gauß sind durch die folgenden Substitutionen zweiposlfrve Größen il1 und v1 bestimmt:

u? +1 2u,
Pt = ?1'\ rt = z-; 'vl

ut-l ut-L
XVUI

Daraus folgt

Py -u? !rrt 2o,

w0raus

tolgt XIX
Nun wird auf die Größen pr und r1 der Algorithmus der Formeln III und iV angewandt:

Ptlrt
Pr= Z 72=

XX

und weiter

= d1.',
ut-l 2

Setzt man

*zJi v,
ur-l 2

,^ = 1u' .u^
' u;-l 2

2u,
f = -:.-'V'n 2 t n

lln-I

u,=?*1ffir,

ur=l[

ur= r{',

"^= Ji,u

J\ =uz und
yl

T=or,
so lassen sich die Tenne von pz und 12 auf dieselbe Fonn wie diejenigen von

u? +l
^-Lu. = ----- .vz
' L u;-l

Entsprechend geht es weiter:

ul +lh=fi.v2
:

u| +t
Pn=-l-1 'vn

iln-L

Pr und 11 bringen:

vl
V^ 

-"2

., _Vzv^ -'2
2u-

n = -::-'V-' ,i-l '
:

.. 
- --3:Ivn* 

2

Im Folgenden sollen die Terme von p, und r, durch die Größen a1 und v1 ausgedrückt werden. Wir

gehen zunächst von tseispielen aus, um an ihnen die aligemeinen Bildungsgesetze zu erkennen:

tts = JC =du, ='{u, = rfl - u,(}io

ur' = ur(i)'

vs =*vo=f v, =*r, =*r, =ir1

\' Pt
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Es gilt also für alle n = 2,3,

({)''
Hn = 14'

^ fu]"-:
ul = 4''

v,r' - r-yn - 2n-l

Damit ist also

,{i)"'* t
9, =-l;r.-

ul'' - I

2'ut(+)*' vr
f =--'-,-,,,-'n 

u.,(i)*'- I 2n-'

XXUI

erkennen, daß diese Grenzrverte

wirrl aber da.zu das Rüstzeug

Nun setzen wir als bekannt voraus:

t,*(t+-,|)" =, und lim h(t+ #)" = lne =1

Aus Formel XXIU folgt <lann schließlich:

tim n (ri - l) = .1;n, ,E+* = Irr ilrn+6 \r /N-+*1,,(f+f)^

Darnit kann nun die Konvergenz der Folgen pn und r, bewiesen und ihre Grenzwerte bestimn'rt werden.

XXI

Nun interessieren wir uns firr die Grenzwen* js p, und ]91r, Wir

nicht unmiuelbar ru frnden sind. Die folgende Ziviseirenhetrach§.rng

geben:

It{it ui > I ist 11* 2, 
(*)*' = 11rn:"-S, = 1

Für das Folgende hitft uns die Substitution

ra,eiter. XXII
N{it ur > I ist dann .l/ > 0 und mit wachsendenr n wächst dann auch Af. Strebt m insbesondere gegen @,

so tut dies auch fi" Aus XXII folgt weiter:

li
,,/ = tcf-l

I ( l)
-.lnu, =lni l+- in \ N)

lnz,
" -"tn(r+ 

S)

Und schließiich ist

yl

2"-l
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/r\F2

ulij + I v,
lim p, = lim-hr*, . r*rn)e n+* U\i) _ | i,

/.\F2

.. ,lr, + l
=Itrt#n_+*2n_z {.t _,

.vt
2

l+1 vr
=_-lnu, 2

= 
_l_
lnu,

J§'.=**ir,$'
il.(l)*'=jg --T *--l',2"''lu,' - ] I

\' )
l -.,, _ ,,

- lnz' "' - Inu'

Es ist also jg1 p,=j,*r,:A 1 (vgl. Abschnitt 6.2).

Aufgrund der Substitutionen XIX ergibt sich nun die Darstellung des Grenzwertes Rr als Funktion der

Ausgangsgrößen pr und 11 (mit p1 ) rr), was zu zeigen war.

r-;-;
o -- v, _ _ {!r:[__
't' - lrr, . pr* r[pf -rl

'n-'n-
Bemerkung: Vergleicht man die für pr < ri und pr > rr ermittelten Grenzwerte R, rt1 so ergibt sich mit

^ Jt:n ,te? -,:
,t 

- - 
I .

,.rr.or& *o 
"or-&I

zunächst

ft
-"-i.Rr

urr rou&I
Setzt man nun R = rt1, so erhält man eine in der Funktionentheorie bekannte Beziehung, ntimlich:

A Pr+{Pl-r;a.rcCOS-_=l'ln-
tt lt

XXIv
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Tsn- II - FolceN UND Srei.EN
I, ERGANZENDE BEI,ßR.KTINGEN ZU DEN BEGR,trI,EN ,'FIaF.MOMSC}IES MTIEL', I.,M) .'HARMOMSCH

GELEGENE PUNKTE'.

L. Wenn die Strecke UU' <Las harmonische Mittel aus den Strecken AU' und BU' ist, so ist aus cler

S5rmmetrie der Figur VII13 zu vermuten, daß für die Strecke,4B Entsprechendes gilt. In der Tat folgt

dies schon aus der 2, Bemerkung auf Seitel5, indem wtr die Beziehung

AU BU-- umlormen.AU' BU'

\Merur wir nun die Buchstaben in den Strecken-Bezeichnungen der letzten Beziehung austauschen,

erhalten w,ir eine Darstellung dieser Beziehung, die mit der ersten in Bezug auf strukfurelle

Gesichtspunkte verglichen werden kann (Streckenorientierungen von der Art AU : -U,4 lassen wir

zunächst außer acht):

AU AU'
BU BU'

in die Beziehung

AU AU'
bedeutet.BU BU'

T]A {JB
bedeutet:UA Uß

Die Punkte l, ,B rverden durch die Punlte U, U'hamronisch getrennt.

UU'ist das hannonische ]\,{ittel aus clen Teilstrecken A(/' *nd BU'.

Die Punkte U, U'werden durch die Punkte,{, B hannonisch getrennt.
.48 ist das harmonische Mittel aus den Teilstrecken Uß und U'8.

Anders geschrieben: Es ist

AU AU' UA UB
= 

:. -;';;- = --l (mit Streckenoncnticr"ing)
ßTJ B[I' LJ'Ä Uß

lvlit den vier Punkten eines "harmonischerr lMurfes" lassen sich also genau zwei verschiedene har-

rnonische Mittel bilden, welche über die vier Punkte nicht hinausführen. Ein über diese Punkte

hinausführender Prozeß wurde irn ersten Teil, Abschnitt 4.2 genauer beschrieben.

\ffenn wir das Ganze rein rechnerisch trerveisen wollen, dann stellt sich zunächst die Frage, ob das

harmonische Mittel & aus den Strecken t/B und U'B identisch ist nlit der Strecke r{8, Dies ist nun leicht

nt zeigen. Der Figur MI entnehmen wir zrunächst die foigenden Beziehungen:

AU' = tsU'- AB

UU'=BU'-BU.
Außerdem ist aufgmnd der Voraussetzüng [./Li'harmonisches Mitte| aus AU'und BU', d.h.

t tr !' -2AU' 
' BU'

"r1r - AU'+BV
Mit diesen Substitutionen läßt sish die obige Beziehung in eine solche fur AB umfornen, was im

folgenden Rechengang angedeutet werden soll:

13 siehe Seite 14
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z{BU,_ AB). BU,U'=BU'-BU= BU,_AB+BU

ABßU + B{J,) =28U,, ßT]

zBU,BU'
AB= UU**;= h q.e.d.

_-!

b. Die beiden harrnonischen Mittel UU'undr4B haben im allgmeinen nicht die gleichen Werte. Es erhebt

sich die Frage, ob sie in speziellen Fällen doch gleiche Werte haben können. Die gleiche Frage stellt sich

auch für die am Anfang der 2. und 3. Bemerkung auf Seite 15 beschriebenen Teilverhältnisse. Diesen

Fragenkomplex wollen wir noch etwas genauer untersuchen und die Ergebnisse zusamrnenfassen.

An der Figur MI lesen wir zunächst die folgenden tseziehungen ab

AU=p BU=q AB=p+ q

Damit ist

AU 
=4!'. __p

BT] BU' q

Aus

2ßU.BU'
AB= uu*gu'

folg dann weiter:

D+a =?q 
ntl' oder B{J,=! 

(P+,,1)

' i q+BU' q-p

Aus A(-In =L.B(J' fblgt schließlich: A[J'=Lk:Aq - q-p

Damit lassen sich nun alle vier paarweise möglichen Teilverhäitnisse und die beirJen harmonischen Mit-

tel hinsichtlieh ihrer Werte vergleichen:

AU AU' p AU BU q-pl) ---:- und 
-= 

.-_=f jezrveigleicheTeilverhältnisseBU Bu' q AU' BU' p+q

2oo2.) UU' - -!r- und AB = p+Q zivei rerschiedene harm. Mittelq-p

Nun betrachten wir die mögtichen Sonderfälle. Sie gibt es tatsächlich, und zwar, wenn p = q'(JZ -t)
ist, was leicht nachzuprüfen ist.

ln diesen Fällen ist

P q-P E'=t --12 -1,q p+q

das heißt, die in Frage kommenden vier Teilverhältnisse haben aile den gieichen Wert. Demzufolge trift
dies auch für die beiden harmonischen Mittel zu, denn es ist in diesem Fall auch

2pq!= p+q ader UU'=ABq'' p

ln der folgenclen Zeichnung ist das Prinzip des Sonderfalls gezeichnet bzw. konstruiert:
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AU A{J' i AU BLt Ji *t I
E-=-

BU B{I'_ AU' BI-I' T _ 
T+J1

UU, = AB

Konstruktionsdaten:

Äl) = xo =1

BC = xt =l+ Ji
x^D1

§vusJ xt I l+Ji

Außerdem wurcle AB = p + rl -- 7 frei bestimmt.

AUl
Dirnn ist 'Ui=ifi, (lU'= lfi= P+q--2

Zx^x, ,-
und lfi' = mr, - -YJ- = rl2

ro +.r,

Bemerkung die S-lT nmetrie der Figur VItrb betreffend:

EsistBU=lU'

2. Anrcff,ifBTISCHE, üEOI{ETzuSCHE til.iD IIARMOMSCHE FOLGEN UND DIE DREI Sm KON-

STTUiERENDEN KLASSISCI]EN MN-IEI,Btr,DT'NGEN

Die drei klassischen lvlittetbbildgngen konstituieren drei wesentlicho verschiedene Folgen, für die wir

zunächst einige Beispiele geben wollen (mit ir = 0, 1, 2, ... für alle Folgen):

Arithmetische F-olgen :

=1,2,3,4,...

111317v529
=t'';' (5' 45' 15' g';5'"'

= I,2,4,8,16,.."

831, 12 4I:g'4'2'3'9'27'81'"'

c* = 7' --) cn

r /zY,.=;ltj -+ d.

ün= l+m 1 an

l4
b,= r+6n -+ bn

Geometrische Folgen:

Harmonische Folgen

I
P=-"n I+m

I
{ ----- r.tn_ g*n

4o=-+ön 1+ 3n

l0h =- -)l0-n

- *, r 1 I i lEn * L,2r j, 4, Si 6r"

, _, 1 13 3 8 1
J n - r'g'5' 

l i' 3' 13'7'"'
42 41"

gn = 4,1,1,3r 12,i,'"'

o, = \*,1,*,7,r,*,§ §,, o,l,- I o,-s,....
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2. l. Erste Charakterisierung der Fblgen:

Jedes Glied einer Folge ist entsprechendes l\{ittel aus den spiegelbildiich zu ihm gelegenen

Folgengliedem. Für das Folgende seien ganz ailgernein xn,;,, und z, solche Miuelglieder.

Für die arithmetischen Folgen gilt:

x.r*xn!^ 
mitm<n.ma=xn=-4 

z

im Falle xn = on ist 2.ts.

. d2+a6 3+7
^-\-+U.-J-'22

Für die geometrischen Folgen gilt:

nl,=!n=i!*. 'y,*. mit m{n;

also im Falle x, = /" ist z.B.

I ,--- iE-s
d.= 

3=Joo'"u =I a gl

Für die harmonische Folgen gilt:

l l { r r\
=:i --+__- mit m Sn;

mh zn Z\rn. zu* )

also im Falle rr, = g, ist z.B.:

I 5 t{r l) t(t 4)
- -l 

_*_L- I- 
-! -I- 

I

s, z-z[s,'er) z[t't7

2.2. Zweite Charakterisierung der Folgen:

Alle drei Folgen lassen sich auch durch Bedingungen beschreiben, in denen eine für sie charakteristische

Konstante maßgebend ist.

Im Falle der arithrnetischen Folge ist

xn - x*! = const für alle n > I

Beispiel:

bn - b*-t = 4 =.onut.
45

Im Falle der geometrischerr F.olge ist:

2' = const. fi.ir alle /', ) I
! n-l

Beispiel:

d, 
=? = const.d*r 3

Im Falle der harmonischen Folge ist:
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l- I 
=const.fürallemllzn zn-\

Beispiel:

l_ 1__113n_t+3(r?-i) _3 =const.9,9n4444

2.3. Dritte übergrei-fende Charakterisierung der drei Folgen

Die ersten beiden Charakterisierungen sind äquivalent zueinander, d.h. die eine folgt aus der anderen.
Das ltißt sich am zeigen, rvenn rvir für die drei Folgen eine Formel für das allgerneine Glied ermitteln.

Arithmetische Folgen mit allgemeinem Glied x,.

Aufgrund der ersten Charakterisierung gilt

r*r = 
U"*;*, für alle n ) z,

woraus sich

x,=,2xn_, -x,_, rekursiv berechnen läßt.

- Damit läßt sich x, aus den Anfangsgliedem.rs und x1 der Folge wie folgt ennitteln:

ro =ro
rr =rr
xz =2)\ - xa

xt =Zxz* r! = Z{Zx, *ro) - r,

=3xr -Zxo
xo = 4x, -3xo

:

xn=nxt-(n-'I)xo

Es ist also: xn=nxt -(r - l)ro für rz = A, 1,2, ...

Aus dieser Formel lassen sich die zuvor für diese Folge gegebenen Charakterisiemngen leicht ableiten:

Zur e rs ten Charakteri s i e rung :

Es ist x^ - xn._., = xl - ro : const. ftr alle n p l. oder allgerreiner:

xn-xnu = v'(rr -ro) =const für allen2,1 undfürein
beliebig, aber fest gervähltes v (0 s v < r?)

Zur rw ei ten Cha rakte ri si e rung :

Es gelten zunächst die folgenden Beziehungen:

x*^ =(n+ m,\y, -(n+ m-l)xo

x*^ = {n * m)x, * (n - m - l)xo

xn= fr xr- (n-l) xo
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Damit folgt dann r,veiter

Xn^-Xr=ffiX1 -lflXo
xo-xr^^=l\lxt-flwo

Es ist also

x*^-xr=x.n-xr-* oder rn=fu4fu
2

Im folgenden seien die charakteristischen Merkmale einer arithmetischen Folge zusanmengestellt

xn=Zxn-, - xn,
xn=rxt-(r-l)xo

/\
X^- Xr-u = Vtxr -IoJ = COnSt

v f v*n-m t *n+m
"n 

2

In tsezug auf die beiden anderen Folgen köffien rvir ganz analog vorgehen. Irn folgenden sind die

Ergebnisse entsprechend der obigen Gliederung angegeben (im Fall der harmonischen Folgen muß

* = oJ ausgeschiossen werden.):

Zwei allgerneine Bildungsgesetze, rekursiv und explizit

Invarianz - Gesetz

Symmetrie - Gesetz

geometrische Folgen

mit allgmeinem Gliedy,
harmonische Folgen mit

allgemeinern Glied z,

Zn-1'Zn-T
zr= l- --Lrn_2 -.n_l

zo' zt
7 =--x - 

?tza -h -l)2,
,\I I ll 1,

= Y i--- l=constlrrlLn tn-v \tl "o )/\r ri r I I

- *)l , ', Iun " \-r-n -n+m ,,1

,, - !1-'
J n 

!n-z
nIt

ln =lA
!o

Beispiel: Die Folge d, beginnt mit

clen Gliedern lo = "3 und y, = f,.

Also ist:

(i)' s (z'Y
/, = 

(r\,-r 
= S'Grj =r,

und

ln i2
- 

- -ii =; = const
lnqBJ

Beispiel: Die Folgel, beginnt mit den

Gliedern zs = 1 und z, = 8.

Also ist

- -- tlF - 8--- ,7=--=o'-n l-(n-i) $-8+n-rn

r r (t ) r

;- 4;=[.E- 
rJ= 

* = const

und
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3. DIE DEN DREI FOLGENIYPE}{ ENTSPRECHENDEN STALNi.TTVTEN

Den drei charakterisierten Folgen lassen sich nun drei verschiedene Typen von Skalsn zuordnen, wenn

man den einzelnen Werten der Folge Punkte auf einer Skala zriordnet. Für die harmonische Folge /2

sieht das zum Beispiel wie folgt aus:

<_
rs EE F, %

Entspechend den drei F'olgen ergeben sich so drei Typen von Skalen:

1. Die additive Skala entspricht einer arithmetischen Folge, auch Skale des SclerittrnalSes genernt.

2. Diernultiplikative Skala entspricht einer geometrischen Folge, Skala des WachstumsmaJies genawrt'

3. Die hannonische Skala entspncht einer harnnonischen Folge. Die obige Skala ist eine solche.

Alle drei Skaien lassen sich in Gedankengänge und Konstruktionen der projektiven Geometrie

einordnen. Es ist sehr lehrreich, die entsprechende tr iteratur über diesen Zusarnmenhang zu studieren.la

Wir übemehrnen hier einige dieser Ergebnisse und konstruieren jer,veils ein Beispiel für die drei

Skalentypen:

Die Skala des schrittmafJes (entsprechentl einer arithtnetisehen Folge x):

Hier erkennt man unmittelbar aufgrund der ersten beicien Strahlensätze ( mit a llp ii s):

1-1-- 
,

848
11 5 § 1

A,A^ A.P"4* = * (2. Strahiensatz; Scheitel Pz)
S,SL P,§,

A!-' =!! (1. strahlensatz; scheitel,4l)
FrS, P,s,

4& = ++ (2. strahiensatz; seheitel P1)
P,S, S,S,

14 A. B"*h*d; Projektive Geometrie, Stuttgart 1984, Kapitel 14 u. 18

L. Locher-Ernst; Raum und Gegeuaurn, Dontach 1957,21. Kapitel (Die drei Urskalen)

R. Ziegler, Mathematik und Geisteswissenschaft, Dorrrach 1992, Kapitel III (Zur geom. Unendlichkeit)
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Damit ist also ArAt.

allgernein AurA,

UG2 VS'

ucz 
=tslUGl VS'

Av4t

Au\:d=const

Die Skala des Wachsumsmaßes (entsprechend einer geometrischen Fötge):

Auch hier erkennt man unmittelbar aufgrund des dritten Strahlensatzes ( mit s llg):

UG, YSt
(3. Strahlensatz; Scheitel P:)

(3. Strahlensatz; Scheitel P2)

Es ist also

uq. _ucz
ucz uG'

Allgemein:

ry-=!o*=8=const.uG*, {lGo

Die Skala des harmonischen MaJJes (entsprechend einer hatmanischen Folge):

Für das Folgende benittzen wir als Voraussetzung die Resultate aus den Bernerkungen zu Figur VII15

und die harmonischen Lagebeziehung€n, wie sie am vollständigen Viereck (bzw. Viersei$ arrftreten 16 .

Wie wir gesehen haben ist eine harmonisehe Folge e, durch die Anfangswerte ze und zr bestimmt.lT

Diese Werte bestimmen zusammen mit dem Wert 0 drei Punkte auf der zu konstruierenden Skala,

wrcdurch im projektiven Sinn ein eindeutiger Durchlaufungs-Sinn auf der Skala festliegt. Dabei

entspricht die Folge 0, 26, z1 dem einen, die Folge 0, 21, zg dem anderen Durchlaufungs-Sinn. Wir

beschränken uns hier zunächst auf den Fall er < ze, d.h. z1 liegt zrvischen 0 und eo (lgl. die folgende

Skizze). In diesem Fall handelt es sich also um eine monoton fallende harmonische Folge. Der zur

15 siehe seite 14

16 vgl" dazu z.B. A. Bemhard,Projeictive Geometrie, Stuttgart 1984, Kapitel 18

i7 ,gl. Seite 57
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'konstruierende vierte hamronische Punkt 22, der e2 entspricht, liegt dann zwischen O und Zr, wobei wir

die den Werten z, errtsprechenden Punkte auf der Skala rnit großen Buchstaben geschrieben haben und

dies weiter so handhaben wollen.

Der FunLl Z2rwrde so konstruiert, daß

oz" o7.^" - t --r-, =* ist (mit Streckenorientiertheit),.ra, \ r.74rlz. LtZo

d.h. die Strecke 0Zr wird innen und außen im gleiehen Verhältnis

geteilt. Außerdem ist dana OZ1 das har,nonische N'Iittel aus den

Strecken OZ2 und OZs, also

..).? _2.02.0.o22LTTJ' -' OZo+OZ.t

Im folgenden wurde die der harmonischen Foige z^= €n =-fi entsprechende §kaia konstruiert. Dabei

N'urde das zuvor beschriebene Konstruktionsprinzip wiederholt *ngewandt.

s,uy

\

\

\

tl

I
I

lil1

,ll

"a"

zo

I
T

1
i_1_1 L76 5

,,ri
\/
\l
\r\t

',#( Xt
'( 
l,,t\

i l\ IIIt \tt ll.t
li t't

\

\
I

\

\
1

\
I

-\ y''
t 

i\
I

i
I

\

i
I

I

z1

I-7,

Konstruktionskizze:

2 <t---
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Bemerkungerz: Auf die Saitenlänge des Monochords bezogen handelt es sich dabei um die Skala der

Obertöne. Stets gilt dann:

oz. =? =a:-:*il= + für n: t,2,3,..., u,obei ozr= 1" OZn +OZn+t n+l

Bezüglich der zuvor beschriebenen Skala, welche als relative Saitenlängen auf dem ".\,[onochord
interpretiert den Tönen einer Obertonreihe entspricht, ist noch folgendes bemerkenswert:

n a =o
_l

n+l
Folge harmon. Punktwü rfe

O, Zr, Zn+t, Zn*z

Folge der Werte des

Teilverhältnispaaresoz*z oz,zffi=?)zm
0 I o I ä-* 2=2

I I, 0ä + + 3=3

2
I
3

nlllu545 4=4

n
t
!

n+T
nlllu ;JJ n+I n+1 n*7=n*2

Wir entnehmen die elementare Tatsache, daß mit der ltarmonischen Progression der Obertonreihe eine

Folge vcn Teilverlrähnlssen verknüpft ist, die als an thmetische Progiession die efltspr. Untertoursifre bildet.l8

Bei der Folge z, - h, =# it, zo = | und z1 = $. Hier ist also zr 2 zo. Sehr zu empfehlen ist die

Konstruktion einer entsprechenden Skala auch in diesem Fall.

4. PR,OPORNONEN DEi{ DTIR-TON-INTERVALLE

Die Saite eines Monochords werde z.B. auf den Grundton c gestimmt. Beim Zupfen der Saite schwingt

sie dann rnit der Frequenz 128 I1z. Bestimmt m.an nun rein durch genaues Flören die relativen

Saitenlängen, die den einzelnen Tonintervallen einer Dur-Tonleiter entsprechen, so führt dies zu einer

Dur-Tonskala auf der Saite. Diese Dur'Tonskala mit ihren relativen Saitenlängen hat in Verhältnis-

Zahien geschrieben das folgende Aussehen (reine physikalische Stinnmung):

c l:l Prim

d 8:9 großeSekunde

e 4:5 großeTerz

f 3:4 Quarte
g 2 :3 Quinte

a 3 :5 große Sext

h 8 : 15 große Septime

c' I :2 Oktave

18 vgl. dazu auch Abschnitt 8.
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Nun ist 24 das kleinste gemeinsarne Vielfache aus den Zäihiem der obigen !'erhältniszahlen, weshalb wir
das Ganze in einer fortlaufenden Proportiort schreiben kömen:

' 24:27 :30:32:36:40:45 :48

Hier entspricht z.B. der speziellen Proportion 2tl : 32 = 3 '. 4 die Quart.

Die Skala der relativen Saitenlängen der Dur-Tonskaia hat dann folgendes Aussehen:

5. HARMOMSCHE MiTTELBILDUNGEN [\,{ ZUSAMMXNiIAJ\-G MIT DER DIT'R-TONSKAI,A

5. 1. Rechnerische Grundlagen

Ausgehend von den drei ersten Intervallen der Dur-Tonskala stellen wir zunächst das folgende fest:

$ ist das harmonische i\,littel von I und f

't 8 3Z1s 5
l_
1

234-8_
3459

!{ n
5

lt l
3

Verhältniszahl 2,. Dann gilt:

')q q ')t
-koan -on

7=--Fi zo+ zn !+2, '

woraus sich z, rel«rrsiv berechnen läßt;

z, = {?- {n =2,3,...)
- 'rl

Es ist also;

.l
Z^ =-za L-.1

,^ --32-= "z-zz +-3zl
z3 z3

7. =- 2-2. 8-72,

zr-t
a, - -l-'- -

L_ 4"_,,

fundI
fundI

Setzt man diese Reihe (genauer: Folge) im gleichen Sinne fort, darur führt dies auf eine bemerkenswerte

Proportionenfoige, welche charakteristische Intervalle der Dur-Tonskala entsprechen, Natürlich ist diese

Folge darrn keine harmonische Folge im engeren Sinn. Ihr Eildungsgesetz wollen wir.jetzt algebraisch

fassen. Es sei zo = 7, {,-, das schon bekannte harmonische Mittel äus ?e und der gesuchten neuen

Beispiel:

Zr-l =S
4^

- _ )-__ _'',- l*t- 3

Für allgemeine Anfangswerte zs und z1

sieht die Formel wie folgt aus:

7*zr
zn

Zi
woDel: -zl

,"*1 zo -lz*' -t)2,
oo-1 iL -L* ------ ( I

2n-,

Mit zr : I (u*A zo = i) ist dann:
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81
'n g+2^i - l+2ru

(.n=1,2,3,...)

Errechnet man auf'diese Weise die Werte der Folge zn ausgehend voh 21 = I ( unO za= l), so ergibt

sich die folgende Proportionenfolge:

l:l Prim

große Sekunde

große Terz

Quinte
Oktave

Quinte der Oktave (Duodezirne)

Terz der Doppelol-tave

Sekunde der dreifachen Oktave

8

4
,,

I
I

I
I

Als fortlaufende Proportion geschrieben, sieht dies rvie foigt aus:

8 : 9 : l0 : 12 : 16 :24 :44 :72

Von den "fehlenden" Intervallen treten die lv{ollterz, die Quart und die Sext als Unterpropor:tionen auf,

bemerkenswerterweise aber nicht die Septime:

l0:12: 5:6
9:12= L2: 16=3:4

24 40= 3 : 5

für !,= 0,+ l.+ 2,+3,...

Erlebbare Intervalle der Dur-Tonskala
in einem Bereich von etwas mehr als
drei Oktaven. (Stimmumfang der
menschlichen Stimme)

11#=i
auf den Seite 57ff können wir auch hier

Mollterz :

Quart :

Sext :

trnterpretiert man wiederum die obige Proportionenfolge als relative Saitenlängen einer Skala, so erkennt

man ihre Symmetrie zur Miue (Oktave bei z4 =|;. Eine Indexverschiebung v = n - 4 bringt dies auch

formelmäßig zum Ausdruck. Es ist dann

1
z, = zr+4 =;V = lu

Die Skala ist also theoretisch "nach vorne" und auch "zurück" erweiterbar. Doch füht dies aus dem

Bereich der unmittelbar erlebbaren trntervalie hinaus.

y.3 ...'zo

1195
1

3
4q591Ez

lirn $= 0

Entsprechend den vierfachen Charakterisierungen der Folgen
vier Gesetze firr die obige Folge z, angeben.

Z"-t
an - 7--/*7- ^r-l

I

(n=2,3,.....)

(n=1,2,3,...)

Zwei allgemeine Biidungsgesetze,

rekursiv und explizit

l+2"-4



63

l- Yu !v-t

--'-i-l=cons[
l-.Yr-, lu mit Invartanz - Gesetz (rnit rndex v

geschrieben)
Slmmetne - Gesetz-. - lu* !-"

v^ 
-Jv 

2

Bemerkung:

Wenn z,-r das harmonische Mittel Voo zo und z, ist, dann ist aufgrund der Darstellungen des ersten

Abschnittes in Teil Il. zo - z, harmonisches Mittel von zg - zp1 und z6.te Eine Gegenüberstellung beider

Folgen zeigt ihre Gegenläufigkeit:

Den Folgen der beiden harmonisehen N{ittel entsprechen die beiden Durchlaufungssinne der zugehörigen

Skala.

5.2. Verschiedene Konstruktionen einer entsprechenden Skalo

Solche §kalen können sehr schön rnit den an der Figur MI enhvickelten Konstruktionsprinzipien

gezeiohnet bzw. konstnriert werden. Bei den folgenden beiden Zeichnungen sind verschiedene Formen

der Konstruktion des harmonischen Mittels angewandt worden.

V = 0,+1,t2,
(und v:n-4)

vgl" dazu die Konstruktionsskizze zu Figur Ia auf Seite 60

Für n = 0 liegt insofern eine Besonderheit vor als fttr n = 0
r16

,^= lrSi=i*l=OZ,ist

l9

20

n n1-q I 2 5 4 5 6 7 8 ll -) *rc

Z*1 I !§m
t7

Iq 4
5

)
5

Ir
I

I

3
L 1

§', 0

LIJ L4 0;..
I
§

I
5

I
3

I
2

1e
3

4
5

ü
9

_10
L7" 1
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l. Konstruktion 2l

Gegeben:
z4= l=BC

8Lt- q
L22= i

::
Zpl: UV

Gesucht:
zo= AD

Die folgende Konstruktionsskizze zu Figur I zeigt, wie

man aus zo = ßC ußd znr = W die Strecke z, = AD so

konstruieren kann, daß zo-r harmonisches Mittel von zs

und ztr ist. Mit US = YS ist dann

zn= 4 fürr= 2,3,4,...
- -t-1

KonstruLtionsskizze

UI

Zn-t, _{.{40-l.r

US=VS

1:16 1:B

2l vgl. die Charakteristik der Figur VIIa, auf Seite 14, sowie die ansrchließenden Bemerkungen
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2. Konstruktion

Konstruktionskizze zo F igur Ia:22

Gegeben:
za: | = AZo

8Lt9
Ä22= i

::
Z*)= OZ*t
Die nebenstehenCe Konstruktionsskizze zu Fig. Ia

stützJ sich auf die dritte Bernerkung zu Figur MI
auf Seite 14 und zeigl, wie man aus zs= 026 und zn-r = OZ*r elie Strecke zn= AZn so konstntieren

kann,daßz,harmonischesMittelvoilzeundznist.Esistdannfüralio n=2,3,4,....stets zr=;&tL.
) -7n tn-l

Gesucht:
Zn: OZn

nll-lL"9532
2.
j

4 I _- I
5 e -'r I liigur la

Bernerkung: hdan vergleiche die Konstruktion mit der Konstruktion der harmonischen Skala (Seite 60).

22 ,gl. dazu das Konstruktionsprinzip ftlr den vierten harmonischen Punkt Zn aus den drei gegebenen Punkten O, Zg

ud Zrr_l auf Seite 60.
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c.)

d.)

e.)

5. EIMGE BEMERKUNGEN ZU DER PROPORNONENFOLGE 4, =
4.zt

z'-' ,* - (z^' - t)2,

l. Es ist aufschlußreich, die obige Proportionenfolge en für verschiedene Anfangsrverte zs und er zu

sttidieren: Für alle Folgen ist zuntichst n =l , 2, 3 .. . .

a.) za= | @rim) und z, = f (Quattl ->

- t. 3 3 3 3 3 -3 3 nLn' L, "' 4' 5'7' ll' 19 '35'77 "', "

b.) zo = I (Prim) und z, = {. -+

Ĵ, =-'n 3+2n-l

I
zt'= 6;7A

_.8. 4 8 8 8 8 8 8 ,rzn' §,"' 5'1T'T3'T7'ß'4'75'"', u

zo = I (Prim) und e, = f, 6raou-rerz)

-.r. 5 5 ) ) 5 ) ) rrZn' t' " 6"7'd'Tj'T'Ti'1§'"','

zo = I (Prirn) und z, = I Gr. Sekunde)

- t 8 4 2111-t nLn. t, .. 9.5 ,3.1,3,5
2

,a= * r;rr,d z1= *

-.5. 404l05515 nzn' 5,"'T'1'-f '6' §'3'77"' '"

Nun fassen wir einige Eigenschaften dieser Folgen - vor allem im Hinblick auf ihre zugeordneten

Skalen - ins Auge. Die Skalen haben entsprechend der obigen Reihenfolge folgendes Aussehen:

o <a- V.2 7.t ---Dt 7 o

0<- 7,7 7,iDZt
Itl
liri a -8.lr 5 I

z7 7.t -iE> 7.n

+_+--+___t_-1fi ; ++ ,

O lz zt 7.0

H*_,r__-*____*_i_ ___+__F_i
o<-+ + + + + + ä->r
0 /." zi 7.0

i=___+--_+____+-_-f-----#-- t----t0 <-; + t * B + s'> +

Das Konstruktionsprinzip firr diese Skalen wurde im vorangehenden Abschnitt 5a genau beschrieben.

2. Betrachtet man die obigen Folgen nicht nur für n : 1,2, 3,..., - rnie dies gewöhnlich geschieht *
sondem firr alle fr = 0, Ll, t2, t 3,...., dann liegen die zugeordneten Punkte der Skala alle avischen

den "Grenzpunkten" O und Zo der endlichen Strecke OZo, wobei sich die Folge der Skalenpunkte gegen

die Grenzpunkte hin unbegrenzt verdichtet. Eine solche Skala nennen wir "vollständig".

5
L=-

' 'n r,an-lJ*Z

8 + 2n-r 1+2na

405-) z'= 4s*n\ {1+,1

+__-l I I i Io f fr *' f, il *+t
()<-

o*rE
_1L__

§fi
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3. Den Grenzpunkten O und 26 entsprechen die Grenan'erte der Folge z, für n-) 1"o:

)yy_+=.,18y,ffffi=o
Z"Zr

ltm z- = Ilmn1-- " n)+6 Q-Zt , _

f 
a/'l

Es ist dabei zu beachten, daß z, für r = 0 den Skalen-
L4\L\

rvert -fa ergibt und nicht etu'a z0 selbst.
z +744'!l

= 4Z'
zl

4. Unter den ftnf angefirhrten Folgen gibt es solche mit symmetrischem Charakter, d.h. solche, bei

n' = 1,2. .., m - l) ist, was leicht zt zeigen wäre. Die Folgen d) unrJ e) haben diese Eigenschafl.

5. Alle überhaupt möglichen synmetrischen Skalen, welche der Ausgangsformel entsprechen, haben die

Eigenschaft, daß sie durch proportionale Streckung oder Stauchung auseinander heruorgehen. Es läßt

sich zeigen, daß die Folgen, die diesen Skalen zugrunde liegen, tlas allgemeine Bildungsgssetz

2*\ Izn=r;;rwrzo= ,nr*zt
z o tritt dabei als Proportionalitäts faktor auf.

6. Führt man in dern letztgenannten Bildungsgesetz eine Indexverschiebung von der Form v = m - n

durch, so ergibt sich die Nomalform dieser Folgen:

**'o -,,on-otv-t,qv-/v
tlL

für v = 0,tl*2,,..

So gesehen lassen sich die zugeordneten Skalen von der Mine her (für v : 0 oder n * mj aufbauen.

?. I-inter 5.2 haben rvir die Skala der Folge y, =$ bzw z,=qfu, auf verschiedene Weise

konstruiert" Es ist bemerkenswert, daß alle übrigen möglichen sytnrnetrischen Skalen aus dieser

"musikalischen Urskala" maßstäblich hervorgehen.

8. Zurn Abschluß vergleichen wir noch die Folgen von d) und e):

r. 8_4 2 I 11 I n
' 't' " 9"5' 3' Z'3' 5'q""u

Folse d) n

I 88 8 8I8 8 
^o('er E : ..9.T0. r,16.7,-.fi .72....v

z t,..19+f'*'*+'it'o
Folse e) n

.'1 . 40 40 40 40 40 40 40 nodet fi"...ffi.3ö.36.?ä,ä,ffi','ffi .. u

Die daraus resultierenden fortlaufenden Proportionen sind dann frrr beide Folgen - abgesehen vont

Proportionalitiitsfaktsr 3 - die gleichen:

8 : 9 : 10 : 12 : 16 :74 :4A'.72 = 24 :27 : 36 :48 :72 :l2A :2ß

Auch erkennt man unmittelbar, daß die Folge e) - abgesehen vom ersten Glied aus - derjenigen von d)

durch Multiplikation mit dern Proporlionalitätsfaktor ,- = { hervorgeht.

*it r- =i! haben.,,' 
2
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7. ARIT}IMETISCFIE MITTEBILDUNG U}]-D DIE TMruS-BODE-REI}iE

7. l. Rechnerische Grundlagen

Aus dem Bereich der Astronomie kennen wir die sogenannte Titius-Bocle-Reihe in der Form

x,=0,4+0,3.2'die fi.ir folgende Werte von n gilt: -*, 0, \,2, ...,8. Diese Reihe gibt im

heliozentrischen Weltbild die mittleren Planetenabstände von der Sonne in Astronomischen Einheiten

(lAE = mittl.Entfernung Erde-Sormg - 149.Mill. km) an. rrl/elche Gesetzrnäßigkeiten liegen dieser

Formel arithmetisch zugrunde? Um dieser Frage näher zukon:men, bilden wir eine vergleichbar ähnliche

Proportionenfolge wie unter 5.23, aber jetzt mittels arithmetischer Miüelbildungen: Es sei ro und xi

g.gäb*n (0 < re? xt), xnt sei das schon bekarulte arithmetische Mitte! aus r0 und dem gesuchten x,. Es

ist also

- - Iq+!-ari- 1 '

woraus sich r, =r*,lr- xo (firr n = 2,3,4, ") rekursiv bereclmen läßt'

Daraus ergibt sich dann weiter die Folge:

xo =ro
xt =xt
xz =Zxt - xo

Xt=ZXz-Io = 4xr-Zxo

), = r*,.-r- ro = )*' ,r- (z *' - t)ro

Es ist also

x,=Tn-t(xr-'r)+'o fürn= 1,2,3, "'

Bezogen auf die konkreten planetarischen Gegebenheiten ist dann rg : 0,4 (Entfernung Sonne*Merkur)

und 11 = 0,7 (Entfemung Sonne-Venus), so daß sich daraus die Titius-Bode-Folge xn = 0,4+ 0,3' 2*l

für m = 1,2,3, ".., 9 ergibt, wobei 16 = 0,4 der Grenzwert der Folge x,für n -) -oo ist.

Wir bemerken noch ausdrücklich, daß die Folge x, zwar aus arithmetischen Miftelbildungen hervorgeht,

aber als solche keine eigentliche aritlunetische Foige ist.

Setzt rnan fur die Planetenläufe um die Sonne Kreisbahnen voraus, dann ergibt sich für die mittleren

(ktirzesten) Abstände benachbarter Flaneten auf ihren Bahnen der jeweilige Abstand zu

xo- xnt=0,3'2n-2 fürn= 2,3, "',9'

Daraus folgt weiter:

x' - xnl *2..1 für n = 3,4, ...,g.
Xrl - X*2

Es ist bemerkenswert, daß die Titius-Bode Reihe aus einer Folge von solchen speziellen arithmetischen

Mittelbildungen hervorgeht. Auch hier lassen sich wieder wie in Abschniu.5.l vier charak;teristische

Merkmale der Folge angeben.

23 sie?re Abschnitt 5.1
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v 
-)v - 

vL': 1*n-1 - is 
Zwei allgemeine Bitrclungsgesetze, rekursiv uncl explizit

x,=2"-1{xr-ro)+ro

-L-:i*L- = 2 = const für r =3, 4, ,..,9 Invarianz - Gesetz
X*l - X*2

xa+xn 
^. A c - -L:- ^ --*^-r=-;u furn=1,2,.,.,9 Symmetrie-Gesetz

Die letzten beiden Gesetze sind hinsichtlich ihrer Reichweite auf die konkreten planetarischen

Gegebenheiten bezogen.

Anmerkung:

Setzt man in der Form el xn - 2"'t (*r- ro )+ .ro fiir xo und x1 dio folgenden Werte ein:

ro = I = 1 : 1 Frequenzverhältnis der Prirn

rr = ä :9 : I Frequenrverhältnis des Intervalls dergr. Sekunde

soergibt sich zunächst: .{, = l+2"-4 fürr = 1,2,3,... und,lamiteine spezielleuns schonbekannte

Inten allfolge der Dur-Ton-Leiter (a ls Fre qeunz-Ve rhal mi s -!'ol ge).

Als Ergebnis erkennen wir au'eierlei:

tr. Die Werte der Freqenzverhältnsfolge sind die Kehnverte der in Abschnitt 5. 1 besclriebenen Folge .

2. Das Bildungsgesetz der Titius-Bode-Folge ist das gleiche wie dasjenige der obigen Folge.

7. 2. \'abetlarische Vergleiche von Planetenabsttinden

In der folgenden Tabelle sind in zrvci Spalten die bcrechneten Abstlinde der Planeten t/on der Sonne im

heliozentrischen Weltbild tabelliert, tmd zwar i:l Astrononrischen Einheiten. Die eins Spalte wurde

aufgrund vorl )c11, die entsprechende andere Spalte auf§rund von xi = g2 + I'2n' berechnet, wobei g die

Zahl des Goldenen Sclmitts ist, die sich aus g = # berechnen läßt. Zum Vergleich finden sich in einer

driuen Spalte die wirklichen mittleren Abstände der Planeten von der Sonne.
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n Planeten
-folge

Entfernungen zur
Sonne in AE nach
Titius-Bode gemZiJS

x, =0,4+0,3'2n

Differenzen
der Ent-

fernungen

Mod. Werte der
Entfernung

(mirtl.
Halbachsen)

Entfernung gemäß der
Folge

tr= g' + g.2*'
Entftmmg*
differenzen

-öo x
Y 0,4 0,387 Bz =l- I 0,39

0,3 el2

0 + a,'1 0,723 t8L*z 0,69

0,3 sl2
t I I 1 I

0.6 g

2 ..? L,6 1,524 l+g l,6l
t.2 1o

J Plane-
toiden

2,8 2,2 -- 3,2 l+3g 2,85

2.4 4s,

4
()t
I §? 5.203 t+'lg 5,33

4,8 8s

5 n l0 9,539 1+l59 rc,27

9.6 16e

6 ^ 19,6 r 9, l9l l+31g 20,16

t92 32s.

7 w 38,8 30,061 1+63g 39,94

38.4 642

8 e 77,2 ?a §?q L+127g 79,49

7.3. Konstrulrtion der Planetenabsttinde im Heliozentisclten Weltbild gemöt| der Titius-Bode Folge

Das Konstruktionsprinzip gründet sich auf den beschriebenen Rechenprozeß mittels arithmetischer

Mittelbiidungen, der zur Titius-Bode Folge xn = A,4 + 0,3 . 2' führt:

Konstruktiosprinzip mit Skizze:

Voraussetzungen:

AoA, = ArA, und pll,

Damit ist

4A, \P, ,^

;;=ffi 
(, Strahlensatz, Scheitel Sz)

4P, AnA, ,^
tk= 

^"^, 
(3' Strahlensatz' Scheitel Sr)

woraus

AaAz = ArA, etc. folgl..
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8. EINIGE HIST0RISCHE HINWEISE ZU DEN DREI KI,A§SISCI{EN IV{ITTELBILDI.INGEN, VOR ALLEM IM

F{bIBLICK AUF DIE GRIECHISC}IE TiARMONELE}IRE:

Nach py,thagoräischer Auffassung drückt sich die Harmonie der Natur in der Einheit von

arithmetischen, geometrischen und rnusikalischen Proportionen ans. Auf dieser Basis wurden vier

mathematische Disziplinen gepflegl (das sogenannte Quadrivium). Diese vier Disziplinen umfaßten

Arithmetik, Geometrie, Musik und Astronomie. Kennzeichnend firr die griechische Mathematik war das

Streben nach Volikommenheiten. Vollkommenheit bestand nach Auffassung der griechischen

Mathematiker in einem inneren Merkmal der Ideen, welche sich vor allem in dem Reichtum an

bemerkenswerten "Eigenschaften" manifestiert. Dazu zwei Beispiele:

l. Bei den Pythagoräern nimmt die Tetraktys (Vierheit) der ersten vier Zahlen eine Sonderstellung ein.

Addiert man sie, so erhält man die Zahl lü. Von ihr sag[. Speusippos ( um 350 v.Chr.) sie besitze

mehrere Merkmale um vollkommen zu sein. Zahlenwir einige solche auf:

a. Unter den ersten l0 Zahlen gibt es ebensoviele gerade wie ungeradeZahlen.

b. Die ersten 10 Zahlen elthalten ebensoviele Frirnzahlen {I,2,3,5,7,\24 wie Nicht-Primzahlen (4,

6,8,9, l0)

c. Eie eingangs beschriebene Einheit drück1 sich bei der Tetraktys dadurch aus, daß sie arithmetisch

die Zelnzattl erzeugl0 + 2 + 3 + 4: 10), geometrisch ein reguläres Dreieck bildet, musikalisch

den vier Saiten der Lyra, nämlich Hypate, Mese, Faramese und 1 a
Nete zugeordnet wird, die auftretenden Proportionen dabei den 2 o a
harrnonischen Kltingen der Oktave (l:2), Quint (2:3) und der 3 . . .
Quarte(3:4)entspreehen. 4 o o . o

2. Euktid (um 300 v. Chr.) nannte die Hinheit von arithmetischen, geometrischen und musikalischen

Proportionen Logos. Pythagoras konnte am Monochord zeigen, daß die Tetraktys aus den Zahlen 12,9,

8, 6 eine solche Einheit ist. Der besondere Charakter dieser Einheit zeigt sich durch das Folgende:

Eine Saite des Monochords werde in 12 gleiehe Teile als Strecke geteilt. Von der Zafi 12 können

nämlich in ganzen Zahlen die HäIfte, Zweidrittel und Dreiviertel gebildet werde& die den verktirzten

Längen 6, I und 9 der ganzen Saite mit ihrer Länge 12 ensprechen. Dabei ist 9 die arithmetische, 8 die

harmonische Mitte zwischen 6 und 12. Den Zahlen 6, 8, I und 12 entsprechen im Bereiche einer Oktave

die lntervalle (vgl auch gezeiehnete Skala):

6:12 = l:2 Oktave

8:i2=2:3 Quint
9 '. 12 = 3 :4 Quart

12 12 = 1:1 PrimDazuvier

1:2

2:3

3:4

24 Heute gehört die Zahl I nicht mehr zu den Primzahlen
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Bemerlcungen:

l. Die durch die Ausgangszahlen a = 6 und b = 12 bestimmten aritl-rmetischen und geornetrischen Mittel
fra = 9 und rnp = 8 bilden die Proportion

9:12 = 6:8
oder frto '. b = a'. mu .

Damit gilt auch unter Zuhilfenahme des geornetrischen Mittels von d und &:

mr? = mo' m1'

2. Durch gleichzeitige arithmetische und harmonische Teilung der Oktave erhalten wir auf diese Weise

das für alle griechische Musiktheorie grundlegende Quint-Quart{erüst auf der Saitenskala:

Quint Quart
arithmetische

Prog»rtion

hannonische

Proportion

Quart Quint

Hierbei ist noch das Auftreten des Differenzeninterualls 8 : 9 als Ergebnis der beiden Teilungen von

Bedeutung. Es entspriclrt dem Ganzton der großen Sekunde.

In seinen Kommentar zur Kleineren Arithmetik des Nikomaehus (urn 400 v.Chr.) schildert

Xamblichus (300 v.Chr.) eine Figur in Gestalt eines Lambtla Ä, das höchstwahrscheinlich schon den

Pythagoräern bekannt war, An der Spitze der Figur steht die Einheit, an den beiden Seiten stehen die

Zahlenfolgen7,3,4, .... berr. *,+,*,+..., die der Llntertonreihe, bz$,. der Obertonreihe entsprechen.

Bei der Folge l, 2, 3, 4,5, ... ist

sog. pythagoräisches jedes Glied das arithmetische

Lambcloma Mittel aus seine,n symmetrisch zu

ihm liegenden "Nachbargliedern".

, Canz entsprechcndes giit für die

i Folge |,{,},}... hinsichtlich des

harmonischen Mirtels.

ln der obigen Form fehlt dem Lambdoma noch seine "Füllung". Diese Füllung kann durch folgenden

Prozeß erziehlt werden:

"A.usgehend z. B. von einem Ton cler Obertonreihe f kann eine Untertonreihe in der folgenden Weise

gefunden werden:

1234
n, n, n, n"' (vgl. in der folgenden Figur: von rechts nach links abwärts)

Entsprechend kann man voil einem Ton f der Unterlonreihe ausgehend eine Obe*orrreihe bilden:

+,t,ä,i... (vgl. in der folgenden Figur:von links nach rechts abrvärts)

Man verfolge diese tsildungen als Füliung des Larnbdomas in der tblgenden vollständigen Figur II
23 ..

I
4

25 Vgl., Dr. I{ans Kayser, Akröasis, die Lehre von der Harmonik der Welt; Sruftgart 1964
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1:4
c"

2:4
c'

Obertonreihe zu

6:1
F,,

7:1 6:2*D,, F,

1,:2
c'

').')
c

2:3.g
3'.3

c

3:4
f

4:4 3:5
t\ a

.\

Untertonreihe zu l:3

Proportionen als
Saitenlängen
interpretiert

l:5
gtt

2:5 1:6e' g"

2:6 l:7
g' -b"

4:l

4:
C

3:l
F,

4:3
\:r

5:2
As,

3:2
F

5:1
As.,

1

4:2
t/ '.

5:3

/"
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l:1
c

2.1

Fythagoräisches Lambdoma bis zum trndex 7 entwickelt Figar II

Das Diagramm besteht aus einem Netz von einander kreuzenden Ober- und Untertonreihen und kann

so als Darstellung einer narürlichen Ordnung der Töne interpretiert werden. Man braucht dazu nur

die Zahlenverhältnisse des Diagramrnes als Tonzahlen zu deuten (vgl. obiges Diagramm).

Alle drei klassischen Mittelbildungen kommen in unseren Diagramm vor. Wälrend den Unterton-

reihen (von rechts oben nach links unten verlaufbnd) arithmetische, den Obertonreihen (r'on links

oben nach rechts unten verlaufend) harmonische Proportionen zugrunde liegen, bilden die

Proportionen der Miuelachse f = +=Z=f ..... aa. Geichgewicht, indern sie das geometrische Mittel

von je nvei in der Horizontalen spiegelbildlich zueinander liegenden Proportionen bilden. (Vgl. auch

Bemerkung 4)

Bemerkenswert ist nun, daß im 19. Jahrhundert das beschriebene Lambdoma von verschiedenen

Forschern, und zwar unabhängig voneinander und auf ganz verschiedenen wissenschaftlichen

Gebieten entdeckt, ja eigentlich wiederentdeckt wurde:

Im Gebiet der Harmonik durch Albert von Thimus (TJarmonikale Symbolik des Alterhrms

1 868")

im Gebiet der Mathematik (im Zusammenhang des Beweises der Abzählbarkeit der rationalen

Zailen) durch Georg Cantor (1845-1918)

Im Gebiet der Kristallographie (im Zusammenhang mit der Struktur der Flächenbildung bei

Kristallen) durch Viktar Maritz Goldsehmidt (1888-1947) ("über Complication und

Displikation")

4. Unterton- und Obertonskala stehen in einem polaren Verhältnis. Dies kann sehr schön durch eine

polar-reziproke Spiegelung am Kreis veranschaulicht rverden.



P

75

arithmetische Skala

1

harmonische Skaia+l"l t*4 r

MB:1

Figur IIa Figwr IIb

Es gilt (vgl. Figur IIa): MP''MP =(UA)2 =l (Kathetensatz)

Aus"ltf : n folgt dann MP'= *.
Die beiden Skalen gehen dann durch polar-reziproke Abbildung auseinander hervor. Es ist dann

J MP . MP = #; = l. Das ist aber das geornetrische Mittel aus zwei zueinander polar-

reziproken Skalenpunkten.
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9. PRoZESSE DIE AUS wECHSELSEruGEN BEZIETruNGEN DER DREI KLASSISC}IEN MITTELBILDUNGEN

HERVORGE}IEN UND WETTERE ER.GÄNZ,UNGEN

i. Gegeben seien die Größen 11 und y1 mit rr > },r > 0. Jeweils a"vei der drei klassischen Mittelbildungen

sollen nun fi.ir die folgenden drei Prozesse herangezogen werden:

2.Prazeß

rr */r
'2

xz* lz
'2

:

x*'* !nt
'-n 

2

Yr=§J
l. Prozeß

r, * j/r LxrY,
*^ - 71 -' 2 xt.* lt

x" + y" Zxry,
-- _ z ,a
L3- 

^ /3-' 'Z ' xz*!z
::

Yr=W,

x*r1'!*t
*, =---l-- !,

3. Prozeß

_Zxr_r.!n.
x,q * !*t

v^ = J;;: v.-,

2x'Yt
V; - x, *)r

., - 2:ztz
Yz - xz*'\z

:

,Y ltL*rl! rlv =-.--
^n-l | ltl

', = ,[i' .',

x, = li; y,

Führt man diese Frozesse zunächst an einem Beispiel durch, etwa für Ir = l8 *d y, = 4, so bemerkt

man die Konvergenz dieser Folgen, wobei firr jeden Prozeß gilt:

lim r, = lim /n
xr# ./, j-

Für den ersten prozeß wollen wir den allgerneinen Nachrveis kurz durchführen. Es ist zu zeigen, daß

durch [x,, y,] eine Intervailschachtelung vorlieg26. Weiter ist dann auch r, > y, für alle n. Dies folgt

aus den Größenvergleichen der entsprechenden Mittelbildungen.zT Nun wollen wir zeigen, daß r, eine

monoton fallende undy, eine monoton steigende Folge ist:

Aus x1 > lt> 0 folgt:

- - 
rt * /t -:11-jj1- - -,r=-2 .-1-=*,

und

'^ --2*'Y' =aä"'r; rr */t x^

::

Allgemein ist also x, 1 x*.1 und y, >./,r-r flir fr = 2, 3, 4, ..'.

26 vgl. z.B. Abschnitt 2 im ersten Teil
27 vgl. Figrn D( irn 2. Abschnitt des ersten Teils
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Nun muß noch gezeigt lverden, daß hm(r, -I,)= 0 ist:

Zunächst ist:

. rr *.vi ZxtYtx.-v"=-z /L 2 xr+Y,

(', - r,)'
- 2(x, +Y,)

=ryf#
x,-lt.7.

Entsprechend ist weiter:

.xz-!z -xr-ltxt*!s. z *-t .

Allgemein gilt also:

0(r, *ln4#
Y 

- 
1'

Aus limj4=0
r-+6 2,,-, foigt schrießrich

l'*',=l'§Y,=s
Da für alle n gilt: xn' Y,: xt ' !'t, folgt daraus im Grenzfall

52=rr1 oder S=Jr,[
DerWurzelrvert §=\,[,], ist also das Ergebnis der Intervallschachtelung [x,,y,]'Mit detvonGaulS

eingefirhrten Terminologie können wir vom Arithmetisch-Hannonischen Mlttel m{a, h), vom

Arittrmetisch-Geometrischen Mittel m(a, g)und dem Geometrisch-Harmonischen Mittel mß, h') als dem

jeweiligen Ergebnis der 3 Prozesse sprechen. f)as Ergebnis des oben untersuchten l. Prozesses m{a, h)

ist Oie 
'Wurzel Jt; Das Ergebnis des 2. Prozesses m(a, B) kann nach Gauß als Wert eines

Etrliptischen Integrals gedeutet werden: Es sei mta, g) als Funktion .f(xr, Yr) seiner Ausgangswerte

gegeben, bzw. ermitteit. Dann gilt zurn Beispiel nach Gauß:

x,2 cos' q + y? sin2 g

Im Falle xr = 18 undyl : 4 (vgl. nachfolgende Tabelle) ist dann:

L

I 1 2f dq

A;A=IrsA=;iffi
lf clo I

--l...'"..:.#- n i fst"or'9+4sin2E 9'701859

| ? r
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In Bezug auf das Ergebnis des 3. Prozesses m(g, il) ist noch Folgendes ar sagen: Vergleicht man in der

folgenden Tabelle die Werte von m{a,lt\, m{a, g) und mß, h), so ist offensichtlich

m(a, h)2 = m(a, ü ' mß, h\

Wenn der Nachweis der Allgemeingültigkeit dieser Tatsache gelingt, so wäre das Ergebnis des dritten

Prozesses auf folgende lVeise inteqpretierbar :

ß

/ ,\ ,rr(.o,h)' 2 f dqn^,8,n) --\!r';J-o\o,g) tr t n I 
^!x? 

cos, g + yr2 sinz tp

lm Folgenden seien am Beispiel .r1 = l8 und y1 = 4 die zugehörigen Prozesse durchgeführt:

1. Prozeß 2.Prozeß 3. Prozeß

rr=18 !r=4
:r2 = 1l y2= 6,545454

4= 8,772727 yt= 8,247253

xa,= 8,489990 yo = 8,480575

;r5 = 8,485283 yt = 8,485280

x1=18 !t=4

x2 = 1l y2: 8,4852&I

4= 9,142640 y, = 9,661164

x+= 9,701902 yo = 9,70i817

x5 = 9,701859 yu:9,701859

r1 =18 h=4
x2= 8,485281 yr= 6,545454

4 = 7,452518 y, = ?,390193

xa= 7,42129Q yo= 7,121225

x5:7,421258 y, = 7,421258

m{qh)=..h87 =J72
= 8,485280

@abylonisches Wurzelziehen)

m(a,E) = 9,701859 m(g,h) =7.427258

Bemerkung: Vergleicht rnan die Ergebnisse der Betrachtungen über die drei klassischen Mittelbildungen

nta, ffis und n5 mit den "Gauß'schen Mittelbildungen" m(a, g), m(a, &) und m{8, h), so ergeben sich

folgende vergleichbare Beziehungen. Es ist näirnlich:

nf(a,k) = *d.r,s) d,s,n) nls,h). o{,o,h). d",s)
An dieser Stelle wollen wir ausdrücklich darauf hinweisen, daß die beschriebenen Tatsachen noch

keinesfalls vollständig bewiesen sind. Diese Tatsachen weisen immerhin darauf hin, daß ganz

elementare Rechenprozesse - eben diejenigen mit den drei klassischen Mittelbildungen - in immer

höhere maihernatische Zusammenhänge firhren. Auch zeigt sich immer deutlicher, daß die drei

Mittelbildungen eine höhere Einheit darstellen.
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IO, Zv EIMGEN AsperrgN pER SpgrrnoSKC}PiE

Zu den wichtigsten Ergebnissen der Spektralanalyse gehört clie Entdeckung der Serien von

Spektrallinien. Betrachten wir z. B. das Balmer-Llnienspektrum des Wasserstoffs in Emission (vgl.
Zeichnung). Dieses Spektrum ist besonders einfach gegliedert, Dabei liegen die ersten vier Linien (FIo,

nltraviolett yiolett blau rot
Hp, I{, und H$ im sichtbaren Bereich. Die

Linie H" ist nur schwach leuchtend, alle übrigen

"Linien" verschwinden in den nahen

ultravioletten Spektralbereich. Schon der erste

Blick auf das nebenstehende Spektrum mit

seiner Serie von diskreten Linien ltißt ein

elementares Gesetz vermuten. Im Jahre 1885

hat der Basler Mittelschullehrer Balmer ein erstes Seriengesetz gefunden, und zwar allein aufgrund der

ersten vier Linien. Balmer fand: multipliziert man die Zahl 3645,6 mit
q2
J 42

-))" 62

7:f 'o'4'*-2'undT'rz
so erhält man die Wellenlängen der ersten vier Wasserstofflinien. Daraus resultierte dann die erste

allgemeine Formel für die Wellenlängen, die den einzelnen Linien zugeordnet wurden:

Serierigr. H, Ho Hr HB Hc,

i.= const -{-m- -l'
const. = 3645,6 Äi. gemessen in A-Einheiten

(1 A = l0-rolUeter), il:3, 4, 5 u. 6

Die Linien, die eine derartige Formel fi.ir ihre Wellenläingen vereinigt, bilden eine Serie. Rein rechnerisch

kann man die Serie über rr : 5 hinaus fortsetzen. Dabei ist

lim const -Y--= rcnst = 3,645,64.
m)6 m' - l'

Bis nr = 3I lassen sich die entsprechenden Linien im ultravioletten Bereich nachweisen. Je größer m

wird, desto dichter rücken die Linien zusarrmen, so daß sie schließlich ein Kontinuum bilden. Heute

benützt rnan die obige Fon:nel aus praltischen Gründen in der Form

r _ (t t)i= v =R.l ^ ---= t.). \2' m' )
Sie geht aus der obigen Formel durch die folgende Substitution hen,or:

4
const.= F

Dabei ist v die sogenannte Wellenzahl (Anzahl cler auf I cm entfallenden Wellenlilngen), R ist die

Rydberg-Konstante des Wasserstoffs (mit A = eokf = l09678crn-').

Im Folgenden soll das Balmersche Gesetz unter Zuhilfenahme von Kettenbrüchen herausgearbeitet

werden. Entsprechend dem Vorgehen in der Spektralanalyse werden den einzelnen Linien des Spektrums

Wellenlängen 1" zugeordnet, die man auch Lichtkennzohlen nennen könnte. Diese werden gewöhnlich in

A-Einheiten gemessen (14 = 10-10m). Für das abgebildete Wasserstofltpektrum ergeben sich dabei

folgende gemessene Werte :

l: : ., i.:

ti,::l':,.ilr
t. jl

il
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Bezeichnung l. gemessen in

der Linie A- Einheiten

rL
Hp

H,
Hs

6562,793 =
486r,327 =
4344,466 =
4101,738 =

sichtbarer
Bereich

ultravioletter
Bereich

a

b

c

d

rt 3970,475

rL
J

3888,052
J

FürdieVerhältnissea:b,b:c,c:dundd:eführenwireineKettenbruchentwicklungdurch,umdann
die zugehörigen "sinnvollen" Näherungsbrüche zu bestimmen.

a:b =l+
/.+ Il+- r-

5n t-
l+ -"--

26...

"sirurvoll" bedeutet hier eine möglichst gute Näherung mit möglichst kleinen Zahlen im Zähler und

Nenner des Näherungsbruches.

)7
a:b = (l;2,1,5, i, [261,...) = *
b :c = (l;8,3, [1366],...) = +Z)

c:d: (l; 17" 5,2, [83],...) = -H
405

d :e = (l;30,6, l,l" il01,...) = 
392

Aus diesen Werten folg die fortlaufende Proportion:

a:b:c:d:e= 2,!,ä,2,42
5 ' 3'21' 8'45
916253649

=5'i2 t zlt nt 45
;2
J + 5' 57 72

=72 _2z t 4, -r' Sz 4' 62 d' 72 4
Einige Bernerkungen dazu :

l. Betrachtet man die einzelnen Kettenbruchentwicklungen, so füllt aul daß die "Abbruchstellen" firr die

"sinnvollen" Nähemngsbrüche unmittelbar erkennbar sind. Die Kettenbruchglieder 26, 1366,83 und l0
würden im nächst besseren Näherungsbruch die Zähler und Nenner rvesentlich vergrößern.

2. Wir erkennen bei dieser Oesetzmäßigkeit, daß natürliche ZahlenNaturgesetze konstituieren 28.

28 ugl. Georg IJnger tn "Physik am Scheideweg": "Die Bedeutung der nattlrlichen Zahlen in den Naturgesetzen"
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Es ergibt sich die Frage, wie diese Serien mit den von Llns in dieser Schrift behandelten Mittelbildungen

zusammenhängen. Dazu betrachten wir die arithmetische Folge 1,2,3,4, ... und die harmonische Folge

1,+,+,+... und vergewissern uns noch einmal ihrer in Teil II. Abschniu 2 beschriebsnen Eigenschaften.

Harrnonische Saitenskala der Obertonreihe

11ll11llr9876"5432',
lllirllll---llillrllill

Um das Folgende verstehen zu können, gehen wir von Beispielen aus: Aus der arithmetischen und

harmonischen Folge greifen wrr zunächst ein Glied heraus, z.B. aus der arithmetischen Skala 5 und aus

der harmonischen f . Oann bilden wir eine Reihe von harmonischen und arithmetisehen Mitteln aus

spiegelbildlich zu den herausgegriffenen Gliedern gelegenen Gliedern der Folgo:

Bei der arithmetischen Skala benützen

wir harmonische Mittel Mr,

2 3 4(t)e z s
t_J

2.4.6 24M,=q4+65
sz *12

=5
2.3.7 2lt,{,rrh, 3+7 

_ 
5

52 -2?
3

Folge von huo*onisrt en h{itteln aus den

spiegelbildlich zu 5 gelegenen Skalengliedern-

Ftir das Weitere beschränken wir uns auf die rech'te Spalte. 
'Wir srmiueln allgemein alle arithm*ischen

N{ittel aus den zu } spiegelbildlich gelegenen Gliedern der harmonischen Skala. Das sei verbildlicht:

1 ... r J_ß\ l l ,.. I
rn-n m-2 m-.Iilgl m+1 rn+2 m+n n = 1,2,3, .... m - |

Rechnerisch ergibt sich dann das arithrnetische Miuel wie folgt:

rv+{-6 m
M,,(m)=ffi- 2_--= *f.*;)

Aus dieser Formel, der auf der Saitenskala neue Punkte entsprechen, lassen sich zrvei Folgen

entwickeln, eine endliche und eine unendliche Folge.

L Bei f,estem rr und ff = 1,2,3, ...m-l werden alle arithmetischen Mittel erfaßt, die aus spiegeibildlich

zu $ gelegenen Gliedern cler harmonischen Skala gebildet werden. Für ln = 6 ergeben sich die 5

arithmetischen Miuel der Form:

66
T6-f i64 '

Arithrnetische Saitenskala der Untertonreihe

123456789

Bei der harmonischen Skala benützen

wir arithmetische l\{ittel M"

, l-r.ail I
3 A" 5''37 7 ß' t

t- I

l+] 6Mo, T-=u
6

6'. -r'
1l

tt --{-nE- 
6

,r"o, Z 
_32

6
=-

62 .-22

:

Folge von arithmetischen Mitteln aus den

spiegelbildlich zu f gelegenen Skalengliedern

M,,(6):
36-52
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2. Bei festem nund,m=n* 1,n42,.... werden allearithmetischenMittel erfaßt, diemitgenau n-

Gliedern Abstand zu einem lvlittelglied f .i*. harmonischen Skala spiegelbildlich liegen.

,lll1tlllITTT56lE'
Beispiel flürn=2

0 --.-++ +

3:')o*#
75
T5 

'1

Es ergeben sich für n = 2 die folgenden unendlich vielen arithmetischen Mittel tul*(m),

34567
32 *22', T:7's24'62.4' a2 a2

I -L

f -Stata entsprechend der

Clbertonskala

=* = - Skala mit neuen
I 

^ltn -z
Skalenpunkten

Die Terme der letzten Folge (rechts) bilden ersichtlich ein konstituierendes Elernent der Baimer-Formel.

Interpretiert man nun diese Terme als Skalenlängen auf oiner Saite (vgl. die vorangehende und folgende

Zeichnung), so entspricht z.B.

a a' -r' -4',
dem vierten Ton einer Untertonreihe, aufgebaut auf i üel. auch das pythagoräische Lambdorna im 8.

Abschnitt). D.h. der dem Skalenpunh * entsprechende Ton wird in diesem Fall um eine Doppeloktave

abrvärts versetzt (2.8. von g" nach g). Skalenm;ißig sieht das ftr dieses Beispiel folgendermaßen aus

(mit Notenbezeichnung) :

g" (e") c' g

Entsprechendes gilt natürlich für alle oben beschriebenen Terme mit der Einschränkung, daß die

auftretenden "Töne" urrd "Intervalle" irn allgemeinen nicht identisch sind mit den uns vertrauten Tönen

und lntervallen einer Dur- oder Molltonar-t.

Mit der so gelvonnenen Folge m. Mo.,(m) haben wir ersichtlich gerade jene Folge von Termen gefunden,

deren erste 5 Glie<ler das Ergebnis unserer Kettenbruckentwicklung waren.

t2
-)

4-.,
I

T
I
J (+)

3.M,,{3)=
b-

6 M,,\6)= .z *' o -L
12

7.M-{l)=-;L-;
" I -L

::

m.M.t*\= !'=q2' 
mt -2t

q2 ;2J -,t

4.M-(4) = .4'-=Ur' ' tl 4l' + -L
-1

5.M ß\ = ^a.^u?. 5" _Z'
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Im Folgenden stellen wir alle drei betrachteten Skalen tibereinander und vergleichen die letzte mit dem

empirisch gewonnenen Baimer-Spektrum. Wir benützen für die Skalen die folgenden errechneten'Werte"

lrllo <L iT 'i i
$-Stala, ffi=1,2,3,....

') ^)m'-/-
- Skala (links)

(m:3,4,..,)

I
T

J
5

754-i T1

-- 
.-.-'-- 

z-'- ---,/ \. ,/
.. -tr. y' 9

'/ f,'. 16

2

#Z - Skala (unten)

1'.3 , 12'.16.'

\/

/\.. 3 5.'' - lF:l

HE H6 HY H,
P

Ho

Als Ergebnis unserer Untersuchung stellen wir fest: Wir sind ausgegangen von einer harmonischen

Skala. Arithmetische Mittolbildungen führen zunächst zu einer neuen Skala, die als Tonskala

inteqpretiert, zu von der Obertonreihe verschiedenen Teiltönen führte. Jedern Teilton wurde schließlich

in der oben beschriebenen Weise ein Unterton zugeordnet. Die diesen Untertönen entsprechenen Tefine

sind dann in ihrem Aufbau und zahlenmäßig identisch mit den Terrnen der Balmer-Serie. Ganz

entsprechend häuen r,r,ir die linke Spalte auf Seite 82 weiterfilhren können. Das häUe auch hier zu neuen

Teiltönen gefi.ihrt, denen dann aber in entsprechender Weise Töne der Obertonreihe hätten zugeordnet

werden müssen. Insgesamt hätten wir auf diese 'S/eise die Kehnverte der oben beschriebenen 'Ierme

erhalten. Mit unseren auf Seite 84 eingeführten Bezeichnungen können wir hinsichtiich der Balmer-Serie

dann schreiben:

32 42 Sz 62 72

L,4,\;.i6:.?" = *F,T:E: 5, 1:: 6, 4:1, 4 harmonische Skalaals Ausgangskala

- 3? -z? 42 -22 s? *2.2 62 -22 72 -22
v div §:V7:V6 ,v, =-{-: U : y ,-d- -T- arithmetische Skala als Ausgangsskala

Wir blicken hier ganz anf?inglich in einen Bereich der Stofferkenntnis, in dem musikalische Verhältnisse

im Zusammenhang mit natürlichen Zahlen eine konstituierende Rolle spielen. Erkennt man in dieser

Tatsache mehr, als dies gewöhnlich geschieht, so liegt der Gedanke nicht mehr so fern, die nattirliehen

Zahlen selbst als die wahren atomoi ana.lsehen, deren Verhältnisse zueinander gerade die Philnornene
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der Diskontinuität im Stoffgebiet bestimmen.2e Bemerkenswert sind aueh diesbezüglich Außerungen

des Physikers und Philosophen Werner Heisenberg:30

"Das Elementarteilchen ist seinem Wesen nach nicht ein materielles Gebiide in Raum und Zeit, sondern gewis-

sermaßen nur ein Symbol, bei dessen Einfirhrung die Naturgesetze eine besonders einfache Gestalt snnehmen."

"Letzten Encles ist der Materiebegriffauf Mathernatik zurttckgeftihrt. Der innere Kern alles Stomichen ist für uns

ude ftlr Platon eine Form', nicht irgendein 'materieiler hhalt'. Dieser Vorrang der Form vor dem Intralt' ist

vielleicht nur der Ausdruck der Tatsache, daß jede Aktiviuit des menschlichen Geistes mit der Ordnung, also mit

ler Form begirurt,"

Daß die oben beschriebenen Verhältnisse gerade dort auftreten, wo Substanzen sich im Lichtbereich

offenbaren können, ist besonders bemerkenswert.3l Auch zeigt sich hier wieder die besondere

Bedeutung der Mittelbildungen, die in dern skizzierten Prozeß der Rechnungen miteinander verwoben

erscheinen.

Im F,clgenden komme ein Mann zu Wort, der ganz im Zusammenhang mit den Theoriebildungen der

modernen Atomphysik stand und dessen Worte gane inr Kontext dieser Theorien zu verstehen sind, der

aber doch durch alles hindurch sich eine Ehrfurcht bewahrte vor der Erkenntnis des "Zusammenklingens

ganzzahliger Verhältnisse" im Stoffbereich. 1919 schrieb Somrnerfeld in einem Vorwort zur ersten

Auflage seines berilhrnten Werkes "Atornbau und Spektrallinien" die folgenden Sätze:32

',Seit der Entdeckung der Spektralanalsyse konnte kein Kundiger zweifeln, daß des Problem des Atoms gelÖst

sein Mirde, wenn tnan gelemt hätte, die Sprache der Spektren z.u verstehen. Das ungeheiue Matenal, welches 60

Jahre spektroskopischer Praxis angehäuft haben, schien allerdings in seiner Mannigfaltigkeit zunächst

unentwirrbar. Fast mehr haben die sieben Jahre Röntgenspeklroskopie zur Klänrng beigetragen, indem hier das

Problem des Atoms an seiner Wurzel erfaßt und das Innere des Atoms beleuchtet wird. Was wir heutzutage aus

der Sprache der Spektren heraushören, ist eine wirkliche Sphtirenmusik des Atoms, ein Ztrsammenklingen

ganzzahliger Verhältnisse, eine bei alier Marurigfaltigkeit zunehmende Ordnung und Hannonie. Für alle Zeiten

wird die Theorie der Spcktrallinien den Namen ßohrs Vagen. Aber noch ein anderer Name r*'ird dauernd mit ihr

verkntipft sein, der Nanr e Plancks. Aile ganzzahligen Gesetze der Spektrallinien und der Atomistik fließen letzten

Endes aus der Quantentheorie . Sie ist das geheimnisvolle Organon, auf dem die Natur die Spektralmusik spielt

und nach dessen Rhythmus sie den Bau der Atome und der Kerne regelt."

Anzumerken bleibt nur noch, daß nach Balmer noch andere Wasserstofflinien als Serien gefunden

wurden, und zwar entspreehend der Formel:

für n= 7 dieLyrnan-Serie

(n=2 dieBalmer-Serie)

n=3 diePaschen-Serie

n=4 dieBrakeu-Serie

n=5 diePfund-Serie

29 Vgt. dazu den schönen Außatz yon L. Lc,cher ErnstDie nattirlichen Zahlen als Geistkunstwerk, Dornach und den

schon erwähnten Aufsatz vonG. Unger rn 'Physik am Scheideweg"

30 zitiert nachM. Martin, "Atomismus und moderne Physik", AG IIlr Verlag und Druckerei Goldbach SG

31 vgl. dazu die wesentlichen Auslithrungen R . Steiners in GA 120, 10. Vortrag rurd den Aut'salz 
-van 

G_, Glackler: "Zw
Fiage der Kemenergie", in Mitteilungen a. d. anthr. Arbeit in Deutschland, 31. iahrgang, Heft 3 (Nr. l2l)

32 Zitir* nach Walfgang Finkelnbua,g: Einältrnrng in die Atornphysik S. 49; Berlin 1 962

v=A (# #)
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Ar{HANo

VON DER GF,DANKENLOSIGKEIT IN DhR BEFIANDI,TING DER MAT}IE}VIATiK

Louis Locher-Ernst

1.

Eine Diskussion - Ende der zvranziger Jahre - nach dem Vortrag eines bekannten Mathernatikers vor

einenr Gremium, zu dem auch die Studierenden der letzten Semester Zutilt hatten, blieb mir in lebhafter

Erinnerung. Als der Vertreter älteren Schlages, den wrr als Idealisten bezeichnen können, den

Nominalisten in die Enge trieb, behauptete dieser, die Formel (a+b)2 =a? -r 2ab + ä2 und das quadrati-

sche Reziprozitätsgesetz für die nattirlichen Zahlen seien genau gleicher Natur. Der trdealist verwahrte

sich entschieden dagegen und bezeichnete die erste Formel als trivial, das Reziprozitiltsgesetz hingegelt

als eine tiefliegende Tatsache. Darauf wollte der Nominalist wissen, worin sich das Tieferliegen der

einen Formel gegenüber der anderen ausdrücke; der Unterschied liege doch höchstens darin, daß die

Beweisketten, durch welche die genannten Sachverhalte mit den Axiornen zusammenhängen, ungleich

lang seien. Ideaiist und Norninalist behanten auf ihren Standpunkten, ohne auch nur die geringste

Annäherung vorzunehmen.

Wer hat recht? Von einem Gesichtspunkt aus gesehen erscheint es leicht, fäst selbswerständlich, die

Argumentation des Nominalisten anzuerkennen. Weshalb sollte denn ein grundsätzlicher Unterschied

nur deshalb gernacht r,verden, rveil die eine Berveiskette kurz, die andere bedeutend ltinger ist? Auf

Grund eines anders gervählten Axiornsystems wären vielleicht die Herleitungen nicht mehr so stark ver-

schieden lang. Andererseits letrt in jedem ldealisten - damals gehörten noch die meisten Mathematiker

zu ihnen - das ihm als unbedingt sicher geltende Gefühl, der Norninalist versündige sich mit seinem Ver-

trivialisieren gegen den Geist der Mathematik.

Die Einstellung zu diesem Problern ist rveitgehend verbunden mit der Haltung, die man gegenüber

dem Waluheitsbegriff einzunehmen vermag. Bis zum neunzehnten Jahrhundert galten die mathemati

schen Sachverhalte als unbedingte §fahrheiten, ja als Muster von solchen. Und bis gegen die Mitte

unseres Jahrhunderts konnte man im Zusammenhang rnit pädagogischen Fragen hören, der rnathemati*

sche Unterricht diene zrtr Zucht des Denkens, das sich in der Mathematik an objektiven Tatbeständen zu

üben habe.

Im Laufe des neunzehnten Jahrhunderts sah man sich veranlaßt, eine erste Relativierung des

Wahrheitsbegriffes vcrrzunehrnen. Die Axiome gelten seither nicht mehr als "Uqphänomsne". als wahre

Sachverhalte, sondem als rnehr oder rveniger zweckrnäßige Festsetzungen. Äls wahr werden dann die

Aussagen betrachtet, die aus diesen Festsetzungen durch richtiges §chließen folgen.

ln unserem Jahrhundert erfolgte die rweite Relativierung, indem man es aufgab, von einem an sich

richtigen Schließen zu sprechen. Auch die Regeln des Schließens sind zu Festsetzungen geworden, die

man rnehr oder weniger zw,eckmäßig treffen kann. Als wahr gelten nun noch die Aussagen, die auf

Grund solcher Festsetzungen aus jenen Axiomen folgen.

Daß diese doppelte Relativierung des Wahrheitsbegriffs für den mathematisehen Unterricht, ins-

besondere an den Gyrnnasien, tiefgreifende Anllemngen in der Stellung der pädagogischen Bedeutung

der Mathematik haben muß, ist nr,ar evident, wurde aber bis heute noch zu wenig durchdacht.
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Über die in dieser oder jener \4reise vollzogenen formalen Axiornatisierungen der Mengenlehre sagt

Bourbaki 33 
:

"Si elles satisfont les fonnalistes, c'est que ces derniers refusent de prendre en considöration les rdactions

psychologiques individuelles de chaque mathematicien; ils estiment qu'un langage fomralisö a rernpli sa täche

lorsqu'iI peut transcrire les raisonnements mathÖmatiques sous une forme ddpourvue d'ambiguitö, et servir ainsi

de vehicule ä la pensee mathdmatique; libre ä chacun, diraient-ils, de penser ce qu'il voudra sur la "nature'des
Otres mathömatiques ou la "verite" des th6orömes qu'il utilise" pour vu que s€s raisonnements puissent €tre

transcrits dans le langage commun.n

Eine elegante Lösirng des angezeigten Problems wählte Herr N. Bourbaki, indem er sagt 34 
:

"Les mathömaticiens ont toujours öt€ persuadds qu'ils dömontrent des nverites" ou des "propositions waies"; une

telle conviction ne peut dvidemment €tre que d'ordre sentimental ou rndtaphysique, et ce n'est pas en se plagant

sur le terrain de la mathÖmatique qu'on peut la justi{ier, ni mäme lui donner un sens qui n'en fasse pas une

tautologie. L'histoire du concept de vöritd en mathdmatique relöve donc de l'histoire de la philosophie et non de

celle des matlrdmatiques; mais l'evolution de ce concept a eu une inlluence indöniable sur celle des

mathdmatiques, et ä ce titre nous ne pouvons la passer sous siience."

In einer er&eulich deutlichen Art sprach sich gelegentlich K Mengefs so aus:

"Ich, filr rneinen Teil, glaube, ..., daß das, was der Mathematiker tut, nichts anderes ist, als die Herleihmg von

Aussagen mit flilfe gewisser aufzruählenden (in verxhiedener Weise wahlbaren) lv{ethoden aus gewissen

aulhrztihlenden (in verschiedener Weise wählbaren),{ussagen - und daß alles, was Mathematik und Logik llber

diese, einer "Begrilndung" weder fähige noch bedilrftige Tätigkeit des Mathematikers aussagen können, in dieser

simplen Tatsachenfeststellung besteht. "

Von einem Gedankeninhalt zu reden, der unabhängig von den in Zeichen notierten lvlethoden und

Aussagen besteht, der fühig ist, eine Begründung für das Tun zu tragen, hat keinen §inn mehr - sofern

man sich nicht darauf beschränken will, als tsegründung allein die Nützlichkeit zur Konstruktion gewis-

ser Mechanismen anzuerkennen. Dies fi.ihrt konsequent schließlich dazu, die Gedankenlosigkeit des

Mathematisierens zum Prinzip zu erheben.

2.

Man spricht heute davon, daß im Laufe unseres Jahrhunderts die Mathematik immer mehr Struktur-

theorie geworden sei. Diese Entwicklung begann mit der Bildung des Gruppenbegriffes und mit den

Einsichten in den Umstand, daß sich gewisse Sachverhalte verschiedener mathematischer Gebiete von

derselben Gruppe oder, allgerneiner gesprochen, von derselben Struktur betrerrscht erwiesen. Es ist an

dieser Stelle nicht nötig, an eindnickliche Beispiele zu erinnern. In der Tat ergaben sich hieraus Erkennt-

nisse von vorher ungeahnten Zusammenhängen. NIit Recht hatte man den Eindruek, darnit in manchen

mathematischen Einzeldisziplinen in die Tiefe vorgedrungen zu sein. Diesen Vorstoß in die Tiefe suchte

man weiter und weiter zu treiben, bis man schließlich überhaupt nur noch die formalen Strukturen im

Gesichtsfeld behielt" Es liegt rnir ferne, die Fruchtbarkeit dieser Entwicklung nicht voll anzuerkennen.

Wenn sich am Horizont ein neues Licht zeigt, ist es das Vorrecht der Pioniere, ihren Blick auf dieses

allein zu richten. Es darf dabei im Fortgang atrer nicht vergessen werden, daß auf'einem solchen Wege

allzu leicht auch vieles verloren geht, daß man sogar blind wird für Saohverhalte, die auch in Betracht

zu ziehen sind.

"A.n einem einfachen Beispiei möge illustriert werden, was damit gemeint ist.

33 N. Boorbo&i.' Eldments de Mathdmatique. Liwe I, chapitre 4: Structures , p. 105 Hermarui, Paris 1957
34 Srit" 81 des genannten Buches
35 Im Vorwort des Buches von F. Waismann.' Einflihmng in das mathematische Denken, Geroid & Co, Wien 1936
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Figur I Figur 2

Drei Geraden a, b, c, (Figur 1) zerlegen das Punktfeld der projektiven Ebene in vier Punklgebiete'

Die Segmente, die eines dieser Gebiete begrenzen, seien mit d* , b', c* bezeichnet, die übrigen Segmente

entsprechend mit a- , b _, c-. Die r"ier Gebiete können durch die begrenzenden Segmente gegeben werden:

C+, ü-, b-.

Drei Punkte A, B. C, (Figur 2) glie<tem das Strahlenfeld der projektiven Ebene in vier Strahlenberei-

che . Die Winkelfelder, die einen dieser Bereiche begrenzen, seien rnit,,{o , ß, ,C* bezeichnet, die übrigen

Winkelfelder entsprechencl mit A_ , B- , C- . Die vier Bereiche könnon durch die begrenzenden

Winkelfelder gegeben werden:

A*, B*, C*,

Den Inbegriff der drei Geraden a, b, c betrachten rvir als zerfallene Kurue dritter Ordnung. Durch

stetige Umformung erhält man zwei Haupttypen der Kurven dritter Ordnung (sechster Klasse)36, näm-

lich die nveiteilige Form (Figur 3), bestehend aus einern Zuge mit drei \f,rendestellen und einem Oval,

sowie die einteilige F'orm (Figur 5) rnit drei V/endestellen.

Die zweiteilige Form entsteht folgendermaßen: Die Punkte der Segments ct+; b*,c* werden in das

Gebiet ct* , ba, c+ vorschoben. Der durch einen Pfeil bezeichnete, von zwei Wendestellen auf der Fern-

geraden begrenzte Kurvenbogen entsteht aus den "Hälften" tler Segmente ä- und c- durch Hereinrücken

in das Gebiet e* , b-, c- . Entsprechend die beiden übrigen BÖgen'

Figur 3 Figur I

36 Er ist nicht nÖtig, bloß an algebraische Kurven zu denken. Es kann sich unt allgemeinere Kurven handeln, fttr welche

die Ordnung als die maxirnale Anzahl der {reelen) Sciinittpunkte erkiärt ist, rvelche die Kurve mit einer Geraden be-

sitzt (entsprechend der Klasse). Näheres findet man in den tblgenden Btichern des Verfassers : Einftihrung in die freie

Geometrie ebener Kwven, Birkhäuser Verlag, Basel 1952 Raum rurd Gegeruaurn, Philosophisch-Anthroposophischer

Verlag am Goetheanum, Dornach 1957
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Der durch den Pfeil bezeichnete, auch durch rwei Wendestellen begrenzte Teilbogen der einteiligen
Form (Figur 5) ergibt sich durch Verschieben der Punkte des Segmentes a* und der Punkte der

"Hälften" der §egmente ä- und c- in das Gebiet e* , b- , c-.

Figur 5 Figur 6

Die Figuren 4 und 6 zeigen zwei Haupttypen der Kun'en dritter Klasse (sechster Ordnung), die sich

durch die entsprechenden polaren stetigen Umformungen der drei Strahlenbüschel A, B, C ergeben.

Die zweiteilige Forn'r (Figur 4) entsteht wie folgt: Die Strahlen der Winkelfelder A* , B* , C* werden

in den Bereich A* B, C,verschoben und bilden dann ein Oval. Die "Häiften" der Winkelfelder B- , C- (in

Figur 4 angedeutet) werden in den Bereich A* , B*, C* verschoben, so daß ein von Spitzen begrenzter

Bogen (mit Pfeil bezeichnet) gebildet wird. Entsprechend die beiden übrigen Bögen.

Zur Bildung der einteiligen Form (Figur 6) nehmen wir als Material zunächst alle Strahlen aus A+

und je die "Hälfte" der Strahlen aus 8- und C- (in Figur 6 angedeutet) und bilden durch leichtes Ver-

schieben einen (zweimal über die Femgerade führenden) Bogen (in Figur 6 hervorgehoben). Entspre-

chend die beiden anderen Teilbögen . Damit w.ird vollkornmen überschaubar, wie die einteilige Grund-

form mit drei Spitzen aus den Büscheln A, B, C hervorgeht"

Man wird wohl zugeben, daß es ohne Ubung nicht selbsfverstltndlich erscheint, wie die beiden

entsprechenden Typen der Kunen dritter Ordnung und dritter Klasse aus den zerfallenden Gebilden,

nämlich den lnbegriffen von drei Punktreihen und von drei Strahlenbüscheln heruorgehen. Rein forrnal

behandelt kann man die Vorgänge aber als gleich bezeichnen. Bleibt man bei algebraischen Gebilden,

kann man von der Nullsetzung des Froduktes dreier l,inearfonnen dazu übergehen, dieses Produkt

gleich einer positiven oder negativen Konstante rnit "kleinem" Betrag zu setzen. Ob man unter den

Variablen Punkt- und Linienkoordinaten versteht, bleibt dabei gleichgültig. Die "Struktur" der Gebilde

ist dieselbe. Die konkreten Unterschiede innerhalb des Punkt- und des Stahlenfeldes gehören aber

rweifellos auch zur Geametrie. Es ist gedankenlos, ob der Identität der Struktur die auch der Mathe-

matik angehörenden Unterschiede in verschiedenen Realisierungen dieser Struktur als unwesentlich

wegzulassen. Ia, die Tatsaehe des Bestehens derselben Struktur erscheint erst darur im rechten Lichte,

lvenn man sie gegen die Fülle der einzelnen Realisierungen abzuheben versteht.

a

Ein anderes Beispiel möge auf einen weiteren Umstand hinweisen, der viel zu wenig beachtet wird.

Für das elementare Rechnen mit natürlichen Zahlen kann man dieses oder jenes Axiomsystem zugrunde
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legen. Die meisten Lehrer werden mit einem gervissen Stolz vorführen. wie man mit dem betreffenden

System und mit den geeignet gewählten "logischen" Regeln nunmehr die Arithmetik der natürlichen

Zahlen aufbauen karur. Es wird damit der Eindruck enweckt, daß man die Sachverhalte im Reiche der

natärlichen Zahlen mit jedem system und mit jenen Regeln vollkomrnen beherrsche. l,eider wissen viele

Mathematiker nicht, daß dies eine Täuschung ist" Zu den bedeutsamen Ergebnissen unseres Jahrhun'

derts gehört der von Th. Skolem 37 entdeckte Sachverhalt, daß es unmöglich ist, die natürlichen Zahlen

durch ein endlichEs Axiomensystem eindeutig zu charakterisieren. Das heißt, wie man auch ein finites

System wählen mag, es gibt stets verschiedenafiige Bereiche, rJie Realisierungen jenes Systems darstel-

len. Diese Tatsache sollte jeder Darstellung von Strukfuüheorien mit roten Lettem vorangestellt oder

mindestens frfihzeitig eingegliedert werden. Sie bringt einem den richtigen Respekt fi.lr das Gebilde der

Reihe der nafürlichen Zahlen bei. Ein vollkommenes Beherrschen ist nur im Gebiete gewisser abstra-

hierter Begriffsbildungen möglich, zum Beispiel ftr die Restklassen. Tatsächtrich sind die natürlichen

Zahlten derart individuell, daß sie durch ein finites Axiomensystem nicht im oben genannten Sinne

eindeutig gekennzeichnet werden können. Daß rnan diesen Umstand heute zu wenig betont, rechne ich

auch zu den Gedankenlosigkeiten in der Behandlung der Mathematik. Der Sachverhalt vermittelt einem

die richtige Reserve gegenüber den fonnalen Strukturtheorien. Für die unterrichtenden Mathematiker ist

es von fundamentaler Bedeutung, diese Dinge zu kennen, weil die Stirnmung seines Unterriehts dadurch

wesentlich beeinflußt wird.

In einem Zusammenhang möge eine Erf'ahrung erwähnt werden, die man immer wieder, auch mit

Akademikern, ja erstaunlichenveise auch mit Ingenieuren machen kann. Wie oft hört man die naive

Frage, was es denn in der Mathernatik noch Neues zu entdecken gebe, nachdem. man sich mehr als

zweitausend .lahre mit den Zahlen usf. wissenschaftlich auseinandergesetzt habe. Daß diese Frage in

weiten Kreisen, wie gesagt auch in den gebildetstsn, zu treffen ist, lveist deutlich auf einen Mangel in

der Gedankenführung im mathematischen Unterricht hin. Die Einsicht in die Tatsache, daß die Erwei-

terung der Erkenntnisse auf irgendeinem Gebiet auch wesentlich eine Eru'eiterung des Kreises der

offenen Fragen bedeutet, scheint zu wenig verbreitet zu sein.

4"

Der junge Mathernatiker, der sich heute einen Einblick verschaffen möchte, lvas die ihm im Studium

gebotene Wissenschaft zur Wahrheitsfrage zu sagen hat, findet eine ungeheure L,iteratur über die rnathe-

matischen Gesetze der L,ogik, über Logistik, Beweistheorie usw. Nimmt er mit Ellan die Bekanntschaft

verschiedener dieser Werke auf, so sieht er sich von einer solchen lv{asse von Spezialitäten aufgesogen,

daß er meist bald auf irgendeinen Sonderzrveig sich möglichst wohnlich einrichtet, dort an einem Zweig-

lein laboriert und die Grundfrage unbeantwortet versinken läßt. Sein unbefriedigtes Fragen wirkt in ihm

freilich trotzdem weiter.

Es ist tief zu bedauern, daß wichtige Sachverhalte, die Aufklärung bringen, heute in den gängigut

tr"ehrbüchern nicht vermerkt sind. Auf einen solchen Tatbestand wollen wir näher eingehen. Da in den

hier vorgebrachten Bemerkungen keine detaillierten Ausfthrungen beabsichtigt sind, dürfen wir uns mit

dem Hinweis auf das Grundsätzliche begnügen.

37 Th. Skolr*, tlber die Unmoglichkeit einer vollsttindige Cirarakterisienurg der Zahlenreihe mittels eines endlichen

Axiomensystems. Norsk. Math. Forenings Skrifter, Ser. II.1933. Eine auch heute noch anregende Darstellung ein-

schlagiger Fragen findet man in dem in Fußnote 2 genannten Buche.
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Denken wir uns ein formales System allgerneiner Art, bestehend aus endlich vielen, festen, hin-

schreibbaren Zeichen. Gewisse Zeichenkombinationen seien atrs axiomatische "Sätze" angenommeq aus

denen mit t\lfe formal beschreibbarer Regeln, deren Zeichen alle dem System angehören, andere Sätze

"bewiesen" werden. Jeder auf solche Weise schon gewonnene oder noch zu gewinnende "Satz" soll

formal richtig heißen. Wir können annehmen, daß jeder fonnal-richtige Satz entweder die Form A oder

- A (nicht A) hat, wobei A eine Folge von Zeichen des Systems bedeutet, zu denen auch - und n (für

"und") gehören sollen.

Bei der Handhabung solcher Formalisrnen stellen sich die f,olgenden hauptsächlichsten Fragen

Erstens die Frage der formalen Entscheidbarkeit: Läßt sich firr jede gegebene Zahlenkombination A,

die nur Zeichen des Systems enthält, durch formalen Beweis, das heißt durch Anwenden der zugrunde

gelegten formalen Regeln, entscheiden, ob eben diese Kombination von A und - Ä beide fomral richtige

Sätze darstellen? Anders gefaßt: Besteht Gewähr dafi.lr, daß die Kombination A n - A niemals einen

formal-richtigen Satz darstellt?

, Weitere Fragen, diejenigen nach der absoluterr. EntsclzeirJbarkeit und nach der inhaltlichen

Widerspruchsfreiheit, bedürfen einer näheren Erklärung. Sie beziehen sich nur auf solche Formalismen,

deren axiomatische Sätze und Regeln gemäß einer bestimmten Zuordnung (Ltbersetzung der Zeichen)

einen in reinen Gedanken faJ3baren Sinn aufuaisen. Für einen Formalismus ist dies an sich natürlich

nicht notig; ein solcher stellt, für sich betrachtet, ein reines Zeicltenspiel dar. Ob und welchen Sinn er

hat, ob er in diesen oder jenen Mechanismen nützlichs Anrvendungen findet, muß in jedem Fall

besonders abgeklart werden.

Auf die Fragen, was unter einem "Gedanken", was unter der Aussage "einen gedanklichen Sinn

haben" zu verstehen sei, treten wir vorerst nicht ein. Wir nehmen an, daß ein vernünftiger Mensch -

dessen Definition wir uns auch sparen - wisse, was mit jenen Worten bezeichnet wird. Für einen solchen

stellt sich dann die gewichtige Frage, ob ein Satz (eine Kombination von Zeichen des Formalisrnus), von

dem feststehen möge, daß er formal nicht entscheidbar ist, inhaltlich - gemäiß dem ihm zugeordneten

gedanklichen Sinne - vielleicht noch entscheidbar ist. ln diesem Falle sagen wir, der betreffende Satz sei

forrnal nicht entscheidbar, hingegen absolut entscheidbar. Ahnlich ist die Frage zu untersuchen, ob e§

vorkomrnen könnte, daß ein F'onnalismus zwar formal widerspruchsfrei ist, aber inhaltlich doch

Widersprüche aufueist.

Von vornherein ist festzuhalten, daß es in jedem vorgelegten Formalismus nur abzdhlbar viele

formal-rickrrge Sätze gibt, da für die "Beweise" nur endlich viele Zeichen in endlich vielen Kombi-

nationen zur Verfügung stehen.

Dasselbe kann man freilich auch vom nicht in festen Zeichen aufgeschriebenen, rein gedanklichen

Schließen sagen, da das "diskursive Denken" einen an eine Zeitdauer gebundenen Ablauf nimrnt, so daß

nur abzählbar viele Beweisfthrungen im Bewußtsein, das dem diskursiven Denken eigen ist, auftreten

können.

Trotzdem besteht ein tiefgreifender Unterschied: Das inhaltliche Schließen ist in jeder Phase offen,

das heißt stets in der Lage, neue Begriffe z,u venvenden, die in einem von vornherein gewählten forma-

len System sich der fbrmalen Darstellung in eben diesem System entziehen. Es kann immerhin möglich

sein, durch geeignete Anderung oder Erweiterung des Formalismus den neuen Gedanken auch wiederum

zu formalisieren.

Ein gegebener Formalismus kann grundsätzlich stets als mechanisches oder elektronisches Gerät

technisch realisiert werden. Orundsätzlich ist mit den heutigen technischen lv{itteln auch folgendes
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Vorgehen möglich: Man läßt das Gerät erstens alle formal-richtigen Sätze X hintereinander nach der

Anzahl der venvendeten Zeichen brlden und zweitens den Vergleich mit einer gegebenen Zeichen-

kombination A anstellen und driltens die Maschine automatisch zum Stop bringen, wenn Überein-

stimmung avischen einem erzeugten f,ormal richtigen Satz X und A eintriu. Dasselbe lrl.ßt sich, bei

festem A, mit der Kombination A rr --r A durchfütrrren. Das Gerät mag noch so schnell laufen, das

geschilderte Verfahren genügt noch nicht, die Frage der formalen Entscheidbarkeit und diejenige der

formalen Widerspruchsfreiheit prinzipiell zu lösen. Es sind darnit hochstens \ilahrscheinlichkeits-

aussagen möglich.

Den technischen Problemen, die vorstehend kurz angedeutet sind, werden heute da und dort intensive

Studien gewidmet. Es ist selbstverständlich, daß damit außerordentliche, technisch-nützliche Fortschritto

erzielt werden körrnen. Es ist deshalb sachgemäß, wenn im mathematischen Unterricht im richtigen

Zeitpunlc auch diese Dinge ihrer grundsätzlichen Natur nach zur Behandlung kommen. an Stelle von

veraltetem Stoff, der bloß infolge des bekannten Trägheitsprinzips noch immer mitgeschleppt wird. Im

richtigen Zeitpunkt: das heißt nicht zu fttlh. Verfrtiht gegebene Kost kann sich nämlich u'ie Gift mit

unheilbaren Folgen auswirken.

Die historische Entwicklung gibt auch die Hinrveise, was in dieser Richtung den lTjrihrigen zu zeigen

ist, nämlich Boolsche Verbände und ihre wichtigsten Modelle in der Mengenlehre, in der elementaren

Zahlentheorie und in der formaien l-ogik

Die Vennirtlung einer Einsicht in das technische Funktionieren eines gegebenen Formalismus ltißt

dann erst recht aufleuchten, was es bedeute, daß ein solcher eben niemals eine Inruifion haben kann.

Bildlich, aber gewiß allgemein verstiindlich ausgedrückt: Ein fest gegebener Formalismus spielt sich im

Finstem unter der Erdoberfläche ab, rvährend das - formal nicht von vornherein festgelegte - inhaltiiche

Denken den offenen Himmel über sich hat und damit stets bereit ist, sich neu befruchten zu lassen.

Der folgende Abschnitt bringt einige tsemerl«rngen zu den aufgeworfenen Fragen.

Während die im letzten Abschnitt erwähnten Untersuchungen betreffend die Probleme der formalen

Entscheidbarkeit und der formalen Widerspruchsfreiheit im üblichen Wissenschaftsbetrieb einen aner-

kannten Bestand darstellen, findet man gegenüber den Fragen der absoluten Entscheidbarkeit und der

absoluten Widerspruchslosigkeit weit herum - bildlich gesprochen * ein bloßes Achselzucken. Einen

Grund dafirr bildet eine gervisse Ohrunacht in der Behandlung der Antinornien.

Nehrnen wir die bekannte Frage:

"Welches ist die kleinste natürliche Zahl, die nicht rnit weniger als hundert Silben in deutscher

Sprache definiert werden kann?"

Man schließt einerseits, daß es mrr endlich viele natürliche Zahlen gibt, die mit weniger als hundert

Silben definiert werden können, daß es also noch andere natürliche Zahlen gibt, unter denen die kleinste

die gesuchte Zahl darstelle. Anderseits folgert man, daß eine solche allenfalls existierende, durch dan

obigen Satz bestirnmte Zahl im V/iderspruch zu jenem doch weniger als hundert Silben definiert wäre.

Über solche "Antinomien" wird ernsthaft diskutiert. Ich vermute, daß man schon in naher Zukunft

sich darüber wundern wird, wie man ehemals sich durch solche Primitivitäten beirren lassen konnte. Der

Inhalt der obigen Frage ist nämlich grundsätzlich derselbe wie in der folgenden : rvV'elches ist die kleinste

gerade Zahl, die ungerade ist?
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Wenn man in der Fragestellung etwas sich Wiciersprechendes fordert, braucht man nicht erstaunt

darüber zu sein, daß sich Widersprüche ergeben.

Was an diesem Beispiel leicht zu sehen ist, stellt auch den Kern der vielen bekannten Antinomien der

Mengenlehre dar. Nur ist dieser Kern mehr oder weniger verkleidet. An einem grundlegenden Beispiel

sei dies erläutert.

Das Wort Menge wird als Bezeichnung eines Begriffes verwendet, der mit einem anderen Begrifl
mit demjenigen des Elementes, in einer gewissen Verbindung steht, die ge*'issen formalen Regeln

genügt: Die Menge enthält ein Element oder enthält es nicht. Die Eeziehung des Enthaltens sei mit ß

bezeichnet.

Nun seien (rnindestens avei) verschiedene Dinge a, b, c,... gegeben. Wir bilden aus ihnen, soweit es

möglich ist, Mengen. Das heißt, wir denken die Begriffe, die die Beziehung ß zu einern oder zu mehreren

der gegeben Dinge haben. Auch dies lüengen vereinigen wir, soweit es möglich ist, zu weiteren Mengen.

Damit ist eine Vorschrift erklärt, begirurend mit gegebenen Dingen fortlaufend Mengen zu bilden. Nichts

hindeft uns, von der Gesamtheit der Mengen zu sprechen, sofem rvir damit bloß eine abkürzende

Bezeichnung meinen.

Es kommen dabei sicher Mengen vor, die sich nicht selbst enthalten. Der Beueis 38 hierfür läuft wie

folgt: Es seien a trnd & zwei verschiedene Dinge, Wir bilden die Menge.,{, deren einziges Element a ist,

die Menge B, deren einziges Element ä ist, und die Menge C, deren Elernente a und ö sind. Nehmen wir
nunan,eswürdegleichzeitiggeltenAßÄ,8ßBundCßC,somüßteA=ct,8=öundC=acdierC=b
sein, also C = A oder C = Bwährend C doch vonl und B verschieden ist.

Wir können somit aus der vorangehend erklärten Gesamtheit l'on Mengen diejenigen ins Auge

fassen, die sich nicht selbst enthalten. Wir sprechen vom System S dieser Menge U, V, W,.... . Wenn §

eine Menge ist, wenn also der Begriff.9 genau zu den Mengen U, V, W,... des Systems die Beziehung ß

besitzt, so können wir prüfen, ob ennve-der §TJ,S oder § nicht ß§ gilt,

V/äre ^§ß§, so würde also ,§ eine Menge des Systems darstellen. Dieses besteht aber aus Mengen, die

sich nicht selbst enthalten. Somit gilt § nicht ß,S.

Wäre aber ,S nicht ß§ so würde § eine Menge des Systems darstellen, somit müßte §ß§ gelten.

Der selbstverständliche Schluß, der daraus zu ziehen ist, lautet sehr einfach'. Das ST,stem S ist keine

Menge. Es zeigt sich eben, daß man zvuischen dem bloßen Namen "Gesanltheit" oder "System" und dem

wirklichen Begriff Menge streng zu unterscheiden hat. Es ist keineslvegs am Platze, sich darüber zu

wundern. Wer jenes System doch als eine wirkliche Menge betrachten will, verlangt gnrndsätzlich

dasselbe wie derjenige, der die kleinste gerado Zahl, die ungerade ist, als wirkliche Zahl werten mochte.

Wir könnten so der Reihe nach die bekannten Antinomien der Mengenlehre durchnehmen. Es geht

stets darum, daß man nur dann zu solchen kommt, lvenn man im Fortgang der Gedankenbildung sich

selbst widerspricht. Es ist das der kaum hoch genug einzuschätzende Verdienst des Schweizer Mathe-

matikers Paul Finsler, diese Sachlage längst aufgeklärt zu haben3e .

Für den Unterricht mag es interessant sein, ein einfaches tseispiel einer Menge vorzuführen, die sich

selbst enthält. Auf die linke Taf'el schreibe man:

38 Nach P. Finsler: Über die Grundlegung der Mengenleke , Math.Zeitscluift. 25 (1926), P. 686
19 P.Firrler; Gibt es Widersprilche in der Mathematik? Jahlesbericht der Deutschen Math.-Ver. 34 (1925), sowie die in

Fußnote 6 angegebene Abhandlung.



93

,4 sei die Menge mit den Elementen I und 2. B sei die Menge mit den Elementen 2 und 3. C sei die

Menge, deren Elemente alle hier erkiärte I\{engen sind. Dann gilt CßA, C{38, CßC 
"

Würde man hingegen auf die linke Tafel schreiben: ,4 sei die N{enge mit den Elernenten I und 2,.8 sei

die Menge mit den Elementen 2 und 3; und auf die reclrte Tafei: C sei die Menge, deren Elemente die

dort erklärten Mengen sind, so gilt Cß.A, CßB und C nicht ßC.

Soiange sich der Mathernatiker des inhaltlichen diskursiven Schließens bedient, gilt der Satz, das ein

einziger '$/iderspruch 
die ganze Begriffsbildung zu Fall bringt. Wer nun am eigenen Denken in mathe-

matischen Begriffen zu zrveifeln beginnt und meint, vielleicht seien Widersprüche doch nicht zu

vermeiden, muß aus dieser Ohnmacht notwendig auf das Geleise des bloßen Formalisrnus gedrängt

werden. Seibstverständlich lassen sich fonnale mehrwertige Logiken entwickeln, die als Mechanismen

zu diesem oder jenem Zwecke brauchbar sind. Dann ist aber die Mathematik zur bloßen Automatik

degradiert.

Nach diesen Hinrveisen erinnem wir nun an die zwar lvenig bekannte, überragend wichtige, oft

versehwiegene, aber - soweit uns bekarult ist - niemals widerlegte Tatsache, die Finsler a0 entdeckte.

Sie gitt fiir hinreichend allgerneine fbrmale Systeme, deren Grundsätzen und Regeln (s Ab. 4) auch ein

inhaltlicher Sinn zukommt: Es lassen sich stets Stitze, alsa Zeichenko*rbinationen angeben, die sicher

formal wiclerspnrchslrei sinct, aber inhaltlick dach einen ang,ebbaren Widerspruch entizalten.

Der Beweis hierfür ist keineswegs allzu schrver. irnmerhin wäre es wünschenswert, wenn er von ver-

schiedenen Fachleuten neu durehgearbeitet und vielleicht sogar noch vereinfacht werden könnte, damit

die Einsicht in diese funelamentale Tatsache, die gr.indsätzlich über die berühmt gewordene GÖdelsche

Bemerkung weit hinausgeht, möglichst bekannt würde, in erst tr-inie in Kreisen der Mathematikleh-rer.

Neue Gestaltungen in der Bekandlung der Mathematik

In vorangehenden Artikeln wurden einige Probleme gestreift, vor die sich der Mathematiklehrer aller

Stufen durch die Wege, die seit einiger Zeit inder Mathernatik eimgeschlagen worden sind, heute gestellt

findet. Der rvesentliche Kern dieser Problerne tresteht darin, daß die Gedankenlosigkeit geradezu zum

Prinzip erhoben worden ist, indem rnan nämlich die Frage nach dem wirklichen Gedankeninhalt mathe'

matischer Beziehungen verdrängte und die bloß formals Struktur in den Vordergrund rückte. Damit ist

nichts gegen die sffensichtliche Nützlichi..eit der Verwendung von bloß formalen Strukturen gesagt' Es

gilt sogar, daß beim l.Iinblick auf die bloße Nützlichkeit der Mathematik firr alle technisch gearteten

Anwendungen tatsächlich der reinen Struktur die nta/Sgcbliche Rctlle (hervorg. vom Hrsg.) zukommt.

Im Untergrund der heutigen Entu'icklung spielt sich in neuer Form der alte Kampf zwischen

Realisten (im scholastischen Sinne) und Nominalisten ab, wobei die letzteren heute vorläufig als Sieger

auftreten. Für die technischen Anrvendungen der h{athematik rnag dies zunächst belanglos erscheinen.

Wenn es nur auf diesE ankäme, konnte man ruhig abwarten, was die Philosophen über das Problem

noch auszumachen vermögen. Heute rnarschieren diese nrehrheitlich in der Gefolgschaft der Nomina-

listen, wobei sich in der Erkenntnistheorie eine bedauerliche Frimitiviürt eingebürgert hat.

Nicht belanglos ist dies Lage filr den Untenicht auf allen Stußn, da es hier um junge Menschen geht'

Das National Council of ']*eachers of Mathematics (USA)aI gab Ende 1961 eine Schrift heraus mit

dem Titel: The Revolution in Schoo! Nlathematics, a Challenge for Administrators and Teachers.

40 P. Fintlrr, Formale Beweise rurd die Entscheidbarkeit. Math. Zeitsclrift 25

4l National Council of Teachers of Mathematics. 1201 Sixteenth Street, N.S., Washington 6, D.C.
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Man ist dankbar firr diese Orientierung, da sie in klarer Form die Gründe, praktische Vorschlage und

erste Erfahrungen für eine Neugestaltung des mathematischen Unterrichts darlegt und viele Hinweise

auf neue Lehrbüchor und über einschlägige Organisationen bietet. Als Ausgangssituation wird erklärt,

die Entwicklung der Mathematik sei gegenrvärtig derart intensiv und folgenschwer, daß sie nur als

Revolution beschrieben werden könne. Es werden drei Grilnde für diese Lage aufgeführt. Erstens die

außerordentliche Ausdehnung der Forschungstätigkeit:

"The twentieth century has been the golden age of rnathematics, since more mathematics, and more

profound mathernatics, has been created in this period than during all the rest of history." Der Jahrgang

1960 der Mathematical Review enthalte 1552 große, zrveikolonnige Seiten, de{enige des Jahrgangs

1961 wohl mehr als 2400 solcher Seiten. Es wird auf abstrakte Algebra, die Topologie, die Maßtheorie,

die allgemeine Funktionalanalysis und Integrationstheorie, die Statistik und die Spieltheorie hingewie-

sen, die in unserern Jahrhundert entrvickeit worden sind.

In der Tat hat eine enorme Entrvicklung in die Breite stattgefunderr. Prüft man das "goldene Zeit-

alter" genauer, so stellt man allerdings fest, ctaß die wesentlichen Ideen f,ast alle bereits im 19. Jahr-

hunded konzipiert, wenn auch noch nicht zu ausladenden Theorien ausgearbeitei worden sind.

Als zweiter Grund firr die Revolution rvird clie Automation genannt, die zur Ausführung gewisser

technischer Objekte nötig ist" Als Beispiei rvird der neue Flugzeug§p B-70 angeführt: "Its range wiil be

7000 miles, and it will fly 2000 rniles per hour at an altitiude of 70 000 feet. It will be capable of

carrying in its thirry-foot bays enough nuclear bombs to blow a small nation offthe map."

Als dritter Grund gilt der Umstand, daß heute die elektronischen Rechenarlagen zur Verfügung

stehen. Während W. Shanks anr Berechnung von n auf 7A7 Dezimalstellen viele Jahre brauchte, lieferte

die ENIAC in 70 Stunden me-.hr als 2000 Dezimalstellen, wobei ein Fehler von §ftan&s Rechnung in der

528. Stefle zum Vorschein kam. Schon 1949 konnten mehr als 3000 Steilen in 13 Minuten bestimmt

werden. Um 1960 wurden mehrfach l0 000 Stelien berechnet. A.ls §pisches Beispiel firr die heute sich

darbietenden Probleme *'ird die Kontrolle der Bahn eines automatisch gelenkten Geschosses erwähnt.

Die genannten Gründe sollen es notwendig machen, nicht nur viel mehr Mathematiker auszubilden

und allgemein die mathematischen Kenntnisse in weiteren Kreisen zu foreieren, sondern den Unterricht

auf allen Stufen tiefgreifend umzuwandeln.

Wo bleibt die Kardinalfrage jerles Llnterrichtens: nämlich die Entwicklung zur Menschenwürde?

Würden die heute vornehmlich und mit Vehemenz propagierten Methoden durchgängig eingeführt,

ohne gleichzeitig einen Ausgleich in anderer Richtung zu scltaffen so wäre das Ergebnis eine

Katastrophe in nvanzig Jahren. Die einseitige Inanspruchnahme des bloßen Intellekt§ im Kinde würde

als Folge nicht eine rvahre Stärkung der Inteilektualität, sondern im allgemeinen eine Schwächung und

durchgreifende Verflachung ergeben. Man vergißt völlig, daß der gesunde, starkmütige Intellekt eine

Blüte ist, zu deren Leben eine vorgängige Entwicklung anderer Fähigkeiten nötig ist.

Wirft man dagegen ein, daß auch die moclernen Befunde und Methoden der Psychologie herange-

zogen werden, daß die raffiniert ausgeklügelten V/ege heute es erlauben, den lntellekt schon bei Zetn-

bis Zwölfirihrigen in Aktion zu setzen, so ist darauf aufmerksam zu machen, daß der derart künstlich

aufgeschaukelte Intellekt eine §cheinblüte ist, die den lvlenschen in ein autornatenhaft funktionierendes

intellektuelles Bewußtsein hineintreibt, in welchem die Menschenrvürde keinen Anker findet.

Ich bin mir bewußt, daß rnit diesen Bemerkungen allein recht wenig geholfen ist. Es erscheint mir

aber als eine Pflicht, daß gegenüber dem überhandnehmenden strohenen Verabstrahieren auch eine

dezidiert andersklingende Stimme zu Wort kommt.
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Im folgenden seien einige Vorschläge genannt, die mir für den rnathematischen Unterricht mittlerer

Stufe als notw,endig erscheinen,

Arithmetik und Algebra

l. Mehr Gewicht legen auf das rekursive Rechnen.

2. In die Welt der Eigenschaften der natürlichen Zahlen einführen, was erfahrungsgemäß in der

schönsten Weise geschehen kann, und im jungen Menschen die gesunde Kraft des Staunens mit dem

noch zarten Intellekt verbindet.

3. Im Aufbauen des Stoffes den Gesamtorganismus der sieben, bzw vier Grundoperationen im Auge

behalten, so daß am Schluß dieser Organismus jedern Schüler sichtbar und sogar erlebbar wird.

4. Einführung in die Boolesche Algebra in ihren Elementen und in ihre verschiedenen Anwendungen in

der Mengenlehre, Zahlentheorie und formalen Logik. Hieraus in elementarster Form in das Wesen

ein facher Formalismen eintreten.

5. [n oberen Jatrgängen die Prinzipien der elektronisclien Rechenmaschinen erläutern aufgrund der

unter Punkt 4 genannten Kenntnisse.

Geometrie

1. In rein zeichnender Geometrie die Fülle cler Formenwelt kennenlernen, vor allem auch viele

Kurvengestalten.

2. Rein konstniierend die ebene (später auch in den Elementen die räumliche) projektive Geometrie

unter steter Beachtung des Dualitätsgesetzes entwickeln. Vor allem die wichtigsten projektiven

Transformationen (zentrale Kolineation und andere) zeichnerisch an verschiedenen Figuren darstellen

- ohne besondere Theorie - und ihre Sonderforrnen in der affrnen und metrischen Geometrie zeigen.

3. Beweisführr.rngen zunächst ruhig durch vernünftige Inanspruchnahme der Evidenz andeuten, dabei

aber nicht so tun, als ob die wissenschaftiich strenge Form erreicht sei. (Je mehr der l.ehrer

ausgebildeter Mathematiker ist, desto besser weiß er, daß es l"lnsinn ist, mit Axiomatik anzufangen.

Die dxiomatik kommt an den Schluß, als letztes Schema, nachdem man die Fülle wirklich gekostet

hat.)

Als historisch und sachlich gegebenes Beispiel dafi.ir, wie das moderne Denken funktioniert, wird

man das lineare Kontinuum, seine Merkwtirdigkeiten und seine begriffliche Bestimmung erläutern, was

Änlaß zu fast dramatisch spannenden Schilderungen bietet.

ln den Anwendungen ist natürlich eine Eintiihrung in die Statistik zu vermitteln. Femer ist die

mathematische Geograph.ie unter besonderer Berücksichtigung des Flugverkehrs zu behandeln.

Die Geometrie ermögiicht es, gegenüber dem abstralcten Element einen künstlerischen Zug als

Ausgleich in die tvlathematik als Unterrichtsstoff hineinzubnngen. In fordernder Weise kann diese

allerdings nur demjenigen Lehrer gelingen , der selbst über eine hinreichende Fülle geometrischer

Anschauungen verfi.igt, die heute keineslvegs leicht zu erlangen ist.

Im Unterrichten hat freilich das "Wie" den Vorrang gegenüber dem "Was", so daß mit bloßen

Stoffandeutungen noch wenig gesagt ist.
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Rekursives Rechnen

1 Allgemeine Ergänzung1

Im Nachlass von Georg Glöckler fanden sich verschiedene Ergänzungen und Korrektu-
ren zu seinem gedruckten Manuskript „Rekursives Rechnen“. Sie werden hier in einer
Zusammenfassung dargestellt.

Abbildung 1: Figur VII
von Seite 15

Georg Glöckler zeigt auf Seite 16, dass in der Figur VII die
Strecke AB = p + q innen durch den Punkt U in die bei-
den Strecken p und q und außen durch den Punkt U’ in die
beiden Strecken AU’ und BU’ im gleichen Verhältnis geteilt
wird: p

q = AU
BU = AU ′

BU ′ . Die vier Punkte ABUU’ liegen also
harmonisch und das bedeutet: die Strecke UU’ ist harmoni-
sches Mittel der Strecken AU’ und BU’, und die Strecke AB
ist harmonisches Mittel der Strecken BU und BU’. Auf Seite
58 leitet Glöckler die Formel

UU ′ =
2pq

q − p

her. In den ergänzenden Bemerkungen untersucht er nun
das Verhältnis UU ′

AB dieser beiden harmonischen Mittel UU’
und AB in Abhängigkeit von dem Verhältnis λ = p

q < 1. Er
schreibt:

Mit den Mittelbildungen im Teil I sind aber die
Gesetze der Figur VII noch keinesfalls ausge-
schöpft. Wir wollen im Folgenden ganz allgemein
das Verhältnis der beiden harmonischen Mittel
UU ′ und AB untersuchen.
Wir stellen dazu die Ausgangsformeln kurz zu-
sammen:

UU ′ =
2pq

q − p
AB = p+ q

1Zusammenfassung von Peter Baum

1



Daraus folgt

UU ′

AB
=

2pq

q2 − p2
=

2pq

1−
(
p
q

)2 =
2λ

1− λ2
mit

p

q
= λ < 1

Es ergibt sich nun die Frage, für welche Werte von λ dieses Verhältnis eine
rationale Zahl ist. Anders formuliert: Für welche λ ist

2λ

1− λ2
=
m

n

eine rationale Zahl?

Nun löst Glöckler diese quadratische Gleichung nach λ auf und erhält λ = −n+
√
n2+m2

m .
Während es sich bei der rationalen Zahl m

n um einen Bruch mit natürlichen Zahlen m
und n handelt, kann das Streckenverhältnis λ = p

q auch irrational sein, wie z.B. bei dem
Verhältnis der Quadratseite zur Quadratdiagonale. λ ist aber von der Darstellung des
Bruches m

n unabhängig, denn für den mit r erweiterten Bruch r·m
r·n ist ebenfalls

λ =
−r · n+

√
r2m2 + r2n2

r · n

λ =
−n+

√
n2 +m2

m

Glöckler fährt nun fort:

Aus λ = −n+
√
n2+m2

m folgt zunächst unmittelbar die Rationalität von λ und
deshalb auch für mn , wenn die Quadratsumme n2+m2 selbst eine Quadratzahl
ist.
Beispiele:
Für n = 5 und m = 12 ergibt sich

λ =
−5 + 13

12
=

2

3
⇒ m

n
=

2λ

1− λ2
=

12

5

Für n = 12 und m = 5 ergibt sich

λ =
−12 + 13

5
=

1

5
⇒ m

n
=

2λ

1− λ2
=

5

12

Anmerkung: Dieses Verfahren liefert uns darüberhinaus eine bemerkenswerte
Methode zur Ermittlung von Pythagoräischen Zahlentripeln.2

1. Beispiel; λ sei irgend eine rationale Zahl < 1, z.B. 3
7 , dann ist

2λ

1− λ2
=

6
7

1− 9
49

=
21

20
=
m

n
m2 + n2 = 212 + 202 = 292

2(PB) Bekanntlich gewinnt man alle pythagoreischen Zahlentripel (x, y, z) durch die natürlichen Zahlen
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2. Beispiel: λ = 13
17

2λ

1− λ2
=

26
17

1− 169
289

=
221

60
=
m

n
m2 + n2 = 2212 + 602 = 2292

3. Beispiel: λ = 16
33

2λ

1− λ2
=

32
33

1− 256
1089

=
1056

833
m2 + n2 = 10562 + 8332 = 13452

Nun untersuchen wir den Fall wo λ keine rationale Zahl ist.
Aus λ = −n+

√
n2+m2

m folgt unmittelbar, dass λ dann eine quadratische Irra-
tionalzahl sein muss. Da aber z.B. λ =

√
3
2 auf

2λ

1− λ2
= 4
√
3

führt ergibt sich die Frage nach denjenigen quadratischen Irrationalzahlen λ,
für die

2λ

1− λ2
=
m

n

eine rationale Zahl ist.
Es wird sich im Folgenden zeigen. dass die gesuchten quadratischen Irratio-
nalzahlen solche sind, die sich durch eine besondere Art von Kettenbrüchen
darstellen lassen:
Aus 2λ

1−λ2 = m
n folgt

λ =
m

2n+mλ

und wegen mλ = m2

2n+mλ weiter

λ =
m

2n+
m2

2n+
m2

2n+ · · ·
(a, b) mit a > b und

x = a2 − b2 y = 2ab z = a2 + b2

und für λ = b
a

erhält man

2λ

1− λ2
=

2 b
a

1−
(
b
a

)2 =
2ab

a2 − b2
=
y

x
z = a2 + b2

Falls a und b ungerade sind (wie in Beispiel 1 und 2) ist das Tripel (x, y, z) imprimitiv und kann
gekürzt werden.
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Für m = 2 bzw. n = 1 ergeben sich dann besonders einfache Kettenbrüche.
1. Fall m = 2

λ =
2

2n+ 2λ
=

1

n+ λ
=

1

n+
1

n+
1

n+ · · ·

λ =
−n+

√
n2 + 22

2

2. Fall n = 1

λ =
m

2 +
m2

2 +
m2

2 + · · ·

λ =
−1 +

√
m2 + 1

m

Glöckler berechnet nun die Verhältnisse UU ′

AB = m
n für den 1. Fall m = 2:

n = 1
UU ′

AB
=

2

1
λ = [0; 1, 1, 1, · · · ] = −1 +

√
5

2
= g

n = 2
UU ′

AB
=

2

2
λ = [0; 2, 2, 2, · · · ] = −2 +

√
8

2
=
√
2− 1

n = 3
UU ′

AB
=

2

3
λ = [0; 3.3.3. · · · ] = −3 +

√
13

2

n = 4
UU ′

AB
=

2

4
λ = [0; 4.4.4. · · · ] = −4 +

√
20

2
=
√
5− 2 = g3

n = 5
UU ′

AB
=

2

5
λ = [0; 5, 5, 5, · · · ] = −5 +

√
29

2

4



usw. Für den zweiten Fall mit n = 1 erhält er

m = 1
UU ′

AB
=

1

1
λ =

1

2 +
1

2 + · · ·

=
−1 +

√
2

1
=
√
2− 1

m = 2
UU ′

AB
=

2

1
λ =

2

2 +
4

2 +
4

2 + · · ·

=
−1 +

√
5

2
= g

m = 3
UU ′

AB
=

3

1
λ =

3

2 +
9

2 +
9

2 + · · ·

=
−1 +

√
10

3

m = 4
UU ′

AB
=

4

1
λ =

4

2 +
16

2 +
16

2 + · · ·

=
−1 +

√
17

4

m = 5
UU ′

AB
=

5

1
λ =

5

2 +
25

2 +
25

2 + · · ·

=
−1 +

√
26

5

Hier enden die allgemeinen Ergänzungen von Georg Glöckler.

Bemerkung:
Mit der Bezeichnung

Zν
Nν

=

[
a0;

b1|
|a1

,
b2|
|a2

,
b3|
|a3

, · · · , bν |
|aν

]
= a0 +

b1

a1 +
b2

a2 +
b3

a3 + · · ·+
bν

aν

gelten für ν = 0, 1, 2, · · · die Rekursionsformeln

Zν = Zν−1 · aν + Zν−2 · bν Nν = Nν−1 · aν +Nν−2 · bν (1)

mit

Z0 = a0 = Z−1 · a0 + Z−2 · b0 N0 = 1 = N−1 · a0 +N−2 · b0
Z1 = a0 · a1 + b1 = Z0 · a1 + Z−1 · b1 N1 = a1 = N0 · a1 +N−1 · b1

5



also b0 = 1 und

Z−2 = 0 Z−1 = 1

N−2 = 1 N−1 = 0

Ist bν = 1 für ν = 1, 2, 3, . . . nennt man den Kettenbruch regulär.
Beispiel einer Berechnung der Näherungsbrüche:

Aus den Rekursionsformeln (1) ergeben sich für λ =
[
0; 3|
|2 ,

9|
|2 ,

9|
|2 , · · ·

]
=
√
10−1
3 =

0, 72075922 . . . nach dem folgenden Berechnungsschema:

ν -2 -1 0 1 2 3 ...
bν 1 3 9 9 ...
aν 0 2 2 2 ...
Zν 0 1 1 · 0 + 0 · 1 = 0 0 · 2 + 1 · 3 = 3 3 · 2 + 0 · 9 = 6 6 · 2 + 3 · 9 = 39 ...
Nν 1 0 0 · 0 + 1 · 1 = 1 1 · 2 + 0 · 3 = 2 2 · 2 + 1 · 9 = 13 13 · 2 + 2 · 9 = 44 ...

die Näherungsbrüche

3

2
= 1.5

6

13
= 0, 64...

39

44
= 0, 88...

132

205
= 0, 643

615

806
= 0, 76...

2 418

3 457
= 0, 699... · · ·

Offenbar konvergieren sie sehr schlecht gegen
√
10−1
3 = 0, 72075922 . . . Eine viel bessere

Näherung gewinnt man durch den regulären Kettenbruch von
√
10.

Wegen
(√

10− 3
) (√

10 + 3
)
= 1 ist

√
10 = 3 +

1

3 +
√
10

= 3 +
1

6 +
1

6 + . . .

=
[
3; 6
]

und (√
10− 1

)(√
10 + 1

)
= 9

√
10− 1

3
=

3

1 +
√
10

=
3

4 +
1

6 +
1

6 + . . .

=

[
0;

3|
|4
,
1|
|6
,
1|
|6
, . . .

]

und das Berechnungsschema liefert

ν -2 -1 0 1 2 3 4
bν 1 3 1 1 1
aν 0 4 6 6 6
Zν 0 1 0 3 18 111 684
Nν 1 0 1 4 25 154 949
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also die wesentlich besseren Näherungsbrüche
3

4
= 0, 75

18

25
= 0.72

111

154
= 0, 720779 . . .

684

949
= 0, 72075869 . . .

Allgemein gewinnt man für den 2. Fall mit n = 1 wegen(√
1 +m2 −m

)(√
1 +m2 +m

)
= 1√

1 +m2 = m+
1

m+
√
1 +m2

= m+
1

2m+
1

2m+ . . .

=
[
m; 2m

]

und
(√

1 +m2 − 1
)(√

1 +m2 + 1
)
= m2

√
1 +m2 − 1

m
=

m

1 +
√
1 +m2

=
m

(1 +m) +
1

2m+
1

2m+ . . .

=

[
0;

m|
|1 +m

,
1|
|2m

,
1|
|2m

, . . .

]

Für λ = −n+
√
n2+m2

m erhält man
√
n2 +m2 − n

m
=

m

n+
√
n2 +m2

und da man jede Quadratwurzel durch einen periodischen regulären Ketttenbruch dar-
stellen kann, ist √

n2 +m2 = [a0; a1, a2, . . . , aν ]

und
√
n2 +m2 − n

m
=

[
0;

m|
|n+ a0

,
1|
|a1

,
1|
|a2

, . . .
1|
|aν

]

Beispiel: Mit n = 3 und m = 5 ist
√
n2 +m2 =

√
34 =

[
5; 1, 4, 1, 10

]
und

√
n2 +m2 − n

m
=

√
34− 3

5
=

[
0;

5|
|8
,
1|
|1
,
1|
|4
,
1|
|1
,
1|
|10

]
= 0, 566190379 . . .

und das Berechnungsschema liefert

ν -2 -1 0 1 2 3 4 5 ...
bν 1 5 1 1 1 1 ...
aν 0 8 1 4 1 10 ...
Zν 0 1 0 5 5 25 30 325 ...
Nν 1 0 1 8 9 44 53 574 ...

also die Näherungsbrüche
5

8
= 0, 625

5

9
= 0, 5

25

44
= 0, 5681

30

53
= 0, 5660 . . .

325

574
= 0, 566202 . . .
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2 Kommentar zu S. 4f

Die Formel I auf S. 5 besagt, dass U2n das harmonische Mittel aus un und Un ist, und die
Formel II besagt, dass u2n das geometrische Mittel aus un und U2n ist. Die Herleitung
von II ist etwas kürzer, wenn man die Ähnlichkeit 4ABR ∼ 4AQR in Figur I zugrunde
legt, denn daraus folgt unmittelbar

AR

AB
=
AQ

AR

s2n
sn

=
1
2S2n

s2n

(2n · s2n)2 = (n · sn) (2n · S2n)

u2n =
√
un · U2n

3 Ergänzung zu S. 52

Abbildung 2: Fig. VIIc

Auf S. 52f untersucht Georg Glöckler den Spezielfall
p
q =

√
2 − 1 und konstruiert hierzu die passende Fi-

gur VIIb, indem er x0 = 1 und p + q = 2 wählt. Die
handschriftliche Ergänzung besagt dann, dass r = q ist,
was sofort aus AB = UU ′ folgt.
In einer weiteren Ergänzung aus dem Nachlass unter-
sucht Glöckler den Spezialfall pq = g und schreibt:

Spezialfall:

p

q
= g =

1

1 + 1
1+ 1

1+...

dann ist
AU

BU
=
AU ′

BU ′
= g

und

AU

AU ′
=
BU

BU ′
=

1− p
q

1 + p
q

=
1− g
1 + g

= g3

Konstruktionsdaten (Abb. 2);

frei gewählt: AD = x0 = 1 BA = p+ q = 2

Mit p
q = x0

x1
= g ist dann x1 = 1

g = 1 + g =≈ 1.618.
Dann ist schließlich

UU ′ =
2pq

q − p
= 4 BA = p+ q = 2

8



also

UU ′

BA
= 2 : 1

Es ist dann in diesem Fall

p = 2g2 q = 2g r = AU ′ =
2

g

4 Ergänzung zu S.37

Bei dem 1.Beispiel durchläuft dn die Zahlenfolge von Fibonacci:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

5 Korrekturen S. 79

Johann Jakob Balmer (1825 – 1898) fand sein erstes Seriengesetz 1884. Die Konstante in
seiner Formel ist const = 3645, 68Å, 1Å = 10−10m.
Die Formel in Zeile 20 lautet daher lim

m→∞
const · m2

m2−22 = const = 3645, 68Å.

Die heute übliche reziproke Schreibweise 1
λ = R ·

(
1
22
− 1

m2

)
geht auf den schwedischen

Physiker Johannes Robert Rydberg (1854 – 1919) im Jahr 1888 zurück. Man nennt
R = 22

3645,68 · 10
10m−1 = 109 718, 9 cm−1 die Rydberg-Konstante.
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