
VonwoRr

Rekursives Rechnen ist ein solches, bei dem man durch Zurückgreifen auf erste Rechenschritte die dabei

auftretenden Gesetzmäßigkeiten erkennen muß, so daß daraus die nächsten Rechenschritte folgerichtig

vollzogen werden können. Die bekannte Folge l, 2, 3,5, 8, 13, ... kißt eine Gesetzmäißigkeit erkennen,

die sich in der Rekursionsformel x, = X,r-r * Xn-2 erfassen ltißt. Solehes Rechnen vollzieht sich im

Prinzip in gleichartig sich wiederholenden Schritten und ist daher geeignet, "unenclliche Prozesse"

sachgerecht zu beschreiben. Die folgenden Beiträge witlmen sich elementaren mathematischen

Fragestellungen rvie z.B. der Berech-nung der Kreiszahl n, die auch zum Teil inhaltlich geeignet sind Ln

dieser Form an der Oberstufe einer Schule behandelt zu werden. In den einzelnen Beiträgen soll gezeigt

uerden, wie die rekursive Denkweise für diese Fragestellungen in der Natur der Sache gegründet ist. In

erner Zeit, in welcher der Gebrauch des Taschenrechners im Unterricht immer selbstverständlicher wird,

ist es wichtig, dasjenige stärker ins Bewußtsein zu heben, rr'.as sich sonst im Computer unbewußt

abspiclt: Ein technisch realisierter iterafiver Prozetl. Aus dem Dargestellten ergibt sich ganz von selbst,

wo und warur der Einsatz des Taschenrechners wirklich sinnvoll wird. Die einzelnen Beiträge können als

Teil eines umfassenderen Ganzen - dem Rhythmologischen Rechnen - aufgefaßt werden.

Im weiteren finden sich ergänzende Aspekte inbezug auf Arithmetik, Musik, Astronomie, Geschichte,

und Spektroskopie. Das Kapitel "Rekursive Rechengrundlagen der Berechnung von Logarithmen" und

die irn Teil IIa dargestellten Zusammenhänge überschreiten zum Teil schon die Grenze der elementaren

lVfathematik. Möge diese prol.isorische Schrift einige Anregungen für den Mathennatikuntericht geben.

Für weiterfuhrende Ergänzungen bin ich dankbar.

Die beiden Aufsätze von L. Locher-Ernst - vor mehr atrs 30 Jahren geschrieben und in den "Elementen

der Mathematik"I veröffentlicht - sind heute so aLtuell wie darnals. L. Locher-Ernst macht in diesen

Aufsätzen auf gewisse Unzulänglichkeiten im Mathematikunterricht aufrnerksam und gibt Hinweise auf

einige verstärkt zu behandelnde Unterrichts-Gebiete. Ich habe mich deshalb entschlossen, diese Aufsätze

im Anhang dieser Betrachtungen wieder abzudrucken.

Zum Schluß gebührt Wolfgang Held der Dank für die Drucklegung mit den zum Teil recht

komplizierten Figuren.

Georg Glöckler Dornach, im März 1994

I "Elemente der Mathematik-Jahrgang 1961 Band XVi, Nr. 5,6, Jahrgang 1962 Band XVII, Nr. 1,2
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I. Dm BERECHNUNG PER KNTISZATU. N NACH AP.CTM\ffiDES

Im Folgenden soll die Kreiszahl a nach der Ausschöpfrnethode des Archimedes berechnet werden, und

zwar rekursiv aus den Umfüngen eines dem Kreis mit Radius r = I einbeschriebenen und umbe-

schriebenen regelmaßigen n-Ecks. Diese Umf?inge un brN. I/, seien zunächst gegeben. Aufgrund

elementargeometrischer Beziehungen lassen sich dann die entsprechenden Umfünge u2rbart. Ur, für die

dem Kreis einbeschriebenen bzw. umbeschriebenen regelrnäßigen Zn-Ecke ermiueln.

Wir betrachten zunächst die folgende Grundfigur:

Voraussetzung:

Weiter isi dann:

Dabei gilt:

und auch:

AB = s, sei die Seite eines dem

Kreis einbeschriebenen regelmä-

ßigen n-Ecks

PT = Sndie Seite des dem Kreis um-

treschriebenen regelmäßigen n-Ecks.

AR = s rn die Seite des dem Kreis ein-

beschriebenen regelrnäßigen 2x-Ecks.

QS = Szn die Seite des dem Kreis um-

beschriebenen regelmäßigen 2n -Ecks.

LQRM = LSAM

AQ = RQ sawie MR: MA

Nun gilt weiter: MPg MFM - LPRM

MF MR MA AF
Daraus folgt: 

MA= 
^rp= 

IW= pR

Weitergilt:
Ag 

=ML _AF
P8 MA PR

Wir erhalten so die erste geometrische Fundarnentalbeziehung:

Zur besseren Übersicht stellen wir die wichtigsten Bezeichnungen nochmals zusammen:

AF =* s,

PÄ=*S,
UR=i sz,

gR=* sr,,

AB=sn

PT=5,
AR= srn

QS =Sr^

P8= Pn- QR=* S, ** Sr,

AQ= QR =*Sr,

Figur I



Aus (l) folgt dann: , ,§i. = +iJ, -tSr, i's,

und daraus: sr, =ffi t*)

Nun gilt firr die entsprechenden Um{iinge der Vielecke:

u'= fl's'
u"=2n's'n

und damitaus (*): Sr,=*=?+
;*;

oder: {l =2un'U'u2'- 
un+IJn

anders geschrieben

Nun ist weiter: LQRU - M^RF

Daraus ergibt sich die zweite geometrische Fundamentalbeziehung:

(l ,- n.S,
U rn =2n ' Sr, (a)

9!=4L e\URAF\,/

Mit den eingefi.ihrten Bezeichnungen folgt daraus zunächst:

§,.
2 - 

sz' 
oder:

12! s,,

22

Mit (a) ergibt sich daraus:
I

il2,
I

Wir erhalten also das schöne Resultat: Einerseits ergibt sich der Urnfang des dem Kreis umbe-

schriebenen regelmäßigen 2n-Ecks als harmonisches Miuel aus den beiden Umliingen des dem Kreis

einbeschriebenen und urnbeschriebenen regelmäßigen n-Ecks. Andererseits ist der Umfang des dem

, sn'Sznt;r=-T-

[r.ri I(r, u, )
ll

Urn 2
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Kreis elnbeschriebenen regelmäßigen 2n-Ecks das geometrische Mittal aus den Um{iingen des dem

Kreis einbeschriebenen regelmäßigen n-Ecks und dem Kreis umbeschriebenen regelrnäßigen 2n-Ecks.

Archimedes (290 - 212 v. Chr.) hat den Umfang eines Kreises dadurch bestimmt, daß er diesen

Umfang durch regelmäflige ein- und umbeschriebene Vielecke angenähert hat. Verfolgt man diesen Weg

und geht man von einem regelmäßigen ein- bzw. umbeschriebenen Vieleck aus, berechnet deren

Umfiinge uo bzrr,. U, und bestimmt dann die Umfiinge ur, bzrv. Ur, der zugehörigen (ein und

umbeschriebenen"l 2n-Ecke, so lassen sich diese Umfiinge rekursiv durch die folgenden Formeln

berechnen:

Bemerkenswert dabei ist das Auftreten des arithmetischen bzw. geometrischen Mittels aus den

Kehrwerten entsprechender Umfünge. Atlerdings tritt dabei in II der Kehrwert von Urn auf.



2. DIE BERECHNUNG DER KREISZAHL II NACH Cusauus

Ganz anders geht Nikolaus Cusanus (1401-1464) vor. Er geht von einem dem Kreis einbeschriebenen

regelmäißigen r-Eck aus und berechnet dann den Umfang des einem neuen Kreis einbeschriebenen

regelmäßigen 2r-Ecks gleichen Umfangs. Dieses Prinzip wird rveiter fortgesetzt, sodaß sich die regel-

mäßigen Vielecke schließlich einem Kreis annähern, dessen Umfang Uvon vorne-herein bekannt ist. Die

Aufgabe bei diesem Verfahren besteht nun darin, den Radius R des beschriebenen Kreises zu berechnen.

Es seien dabei die folgenden Beziehungen gewählt

M2

(Figur II):

,4th = s

MrBr = ft

Mr$ = gr

Es sei

v/____ i

Seite des einbeschriebenen

regelrnäßigen n-Ecks

Radius des Umkreises des

regelmäßigen r-Ecks

Radius des Inkreises des regel-

mäßigen n-Ecks

Zrs'. = M7B1

2p2: = MzFr

Weiter seienlz bzw. Bzdie Miue vonÄMzbzw.
Bt@.Daraus folgt dann:

AzB, = | ; MrB, = 12; MrF, = p,

Damit ist zunächst gesichert:

n.s=2n,t=U,=Uz,=(J

Man erkennt an der Figur unmittelbar die

Figur II

folgenden Beziehungen :

MzFr=MrMr+Mr\

una (Urrf,)' = MrR.MrF, (Kathetensatz)

also 2pr=rr* Pt

und (2rr)' = Zrt '2 Pz .

Daraus ergeben sich zunächst die Rekursionsformeln:

\* Pr,. 2
,r=J;A .

Da diese Überlegungen unrnittelbar als der Übergang von n an 2n betrachtet werden können,

t, I P,
P2n- . trI

'r, = $; Pr,

gilt allgemein:
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Vergleicht man die Formeln mit den Formeln I und [I, so srkennt man den prinizipiell gleichen dufbau

der beiden Formelpaare.

Bildet man nun die Folgen Pt, gz, Pa, Pt,.... bzw. 11, /2, t'4, /3, .." so ist är vermuten, daß sie ein und

demselben Grenzwert zustreben, der dern gesuchten Radius "R entspricht. Daß dies tatsächlich so ist, wollen

wir nun auch rechnerisch zeigon. Dabei sei vorausgesetzt, daß eine reelle Zahl durch eine

lntervallschachtelung erfaßt werden kann. (Cantor-Dedekindsches Axiom).

Wir wollen irn Folgenden zeigen, daß durch die Folgen der Gleichungen III und [V tatsächlich eine

Intervallschachtelung bestirnmt ist. Dazu ist dreierlei zu zeigen:

l. Es ist stets rn ? pn für alle n.

2. p, ist eine monoton steigende, rn eine monoton fallende Folge.

3. tn - pn strebt mit zunehmendern Index r gegen 0.

Um die Gültigkeit der ersten beiden Bedingungen znigwar könnerq betrachten wir FigurIII:

Figur IIl

Aus Figur II ist zunächst anschaulich klar: h > gr. Weiter sei (in Figur III stark übertrieben) z4B:p1und

AC:n. Der Endpunkt der Strecke gr=Y'liegt deshalb in der Mitte.F/ zwischen B und C. Weiter

gilt: (AD)z = AC . ,4.ä (Kathetensatz) oder AD = ,F; p, . Der Endpunkt Z der Strecke rz liegt darnit

zwischen ll und C. Also gilt zunächst 12 1 ry und pz > pr, wobei pz < rzist. Entsprechendes gilt für ra

und p+ etc..

Allgemein können wir also schreiben:

Pt < Pz I 9q <- Pa < .......'... 1rs <.ta 1 t2 1 f1

Damit ist die Gültigkeit der ersten beiden Bedingungen gezeigt. Die Gültigkeit der 3. Bedingung ergibt

sich nun aus dem folgenden rel«rrsiven Rechenweg unter Benutzung der Formeln III und [V:



. (rr+ Pr)'P;= 
4

ri =rr'Pz=n f*
r, * Pt (r, + pr)'r;-P;='r'-z-

rr*pr ( n+p,')= 2 t'4- ' J

- 
rr' - Pr'

4

entsprechendgilt: ,i - pl =*P-'+
:

Daraus folgt dann
die ganz allgemeine r ^ n' * o?
Beziehung: 'i, - Pi =*i- für v = l'2,3,4,";

,2-nZ
oder: ,3-p?,=ff fürv=1,2,4.8,...

Weiter folgt daraus

,g1 (r,i - p'") = I* (" +p,) (r, -p,) = o

und deshalb

l,E ," = 1,,* p, = R

womit die Gültigkeit der ;1. Bedingung nachgewiesen ist.

Besckeibt man nun um den Mitteipunkt des regelm.äßigen Vieleckes, das die Radien p, und r, besitzt,

Kreise mit diesen Radien, dam gilt:

?pu-tt<U<Zru'N

wobei U der bei dem Prozeß konstant bleibende Umfrng der verschiedenen Vielecke ist" Ino Grenzfall

geht dieser über in den Umfang des Kreises, dessen Radius R wir suchten. Es gilt firr diesen Radius:

ZRn-U=2Rrc
Zusamrnenfassend ergibt sich also durch die Formeln III und [V, daß sich der Radius .R des-jenigen

Kreises, dessen Umtang U gleich dem Umfang eines gegebenen regelmäßigen \rielecks ist, beliebig

genau bestimmen läßt.

Beispiel:

Als Ausgangspunkt kann irgendein regelmilßiges Vieleck gewählt werden, z.B. ein regelmäßiges

Sechseck (vgl. Figur IV und nachfolgende Tabelle).
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rr=1 dannistU=6

p, = i. Jtr = 0,8660...

p, =?:f= 0,e330....> Fr (nachFonnel Itr)

Nimmt man also das regelmäißige 6-Eck als Ausgangsvieleck, so

ist U=6 und r, und p, streben gegen den Radius Ä als Grenz-

wert. Dieser Grenzwert A läßt sich (falls der \ilert für zr als

bekannt vorausgesetzt wird) zur Kontrolle berechnen:

n=*=* =0,9549296...

Aus der folgenden Tabelle lrißt sich sehr schön der

Approxirnations-Grad von ,T ablesen: Für ru : 26 ' 6 = 384 (und

v : 64) stirnmen r, und p, bis auf vier Dezimalstellen überein,

so daß sich n auf dieser Approxirnations-Stufe wie folgt

berechnen läßt:

UU
lf ='- =- =" Zpu 2ru

Wie die unterste Zeile der nachfolgenden Tabelle zeigt, ist dieser Wert von n auf 3 Dezimalen genau.

Zusammenfassencl seien jetzt die beiden verschiedenen Approximationen von z mit dem zahlenmäßigen

Verlauf der Annäherung vergleichsweise dargestellt:

Approximation nach Cusanus: (Ausgangsvieleck ist ein regelmäßiges Sechseck)

tn* P,
Pzn=-,

P, =*Jj

-
=;,!z+ Jz

7 0,9549

rz = *. JinTl = 0,9659... < rr (nachFormel rv;

fzn =

/t =l

U=const.=6

r2p, = f,(r++ f) = i(z + S)

B1

Figur trV

r |(z+J:)

n P, -+'it ru-+R
( v = 1,2,4' t... )

U
-)L2Pu

U

-41t,2r"

T2

24

48

96

t92

384

+Jl
i(z+.,,5)

0,94947

a,95357

0,95459

0,95484

0,95491

I
l-1 
'^ 

t;
1'12+\l 5

0,95766

0,95561

0,95510

a,95197

0,95494

* =3'q6qrc

# =3,vrs3e

3,15966

3,14607

3,1427\

3,14189

3, 14166

5

-# = 3.10583
,12+J3

3,13264

3,13936

3, 14 103

3,14146

3,14156
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Approximation nach Archirnedes:

t t(t r)
-.1_-+- 

I

ur, 2 \u,' u, )

U'=6ß

{Ausgangsvieleck ist ein regelmäßiges Dreick)

I

u2n
r: const. = 1

t r( l r) r

---l 
--L- 

l--

u,- z\tJl- 6Jl )- qJl

4 =3^J3

1frrl
I-

u2 l lJl qJt 6

:

n sn-+0 §, -+0 an -+ Ztt U, -+Ztc

3

6

T2

24

48

96

192

384

t;
{J

I

-
,lz-Jt
0,26105

0,1308 I

0,06544

4,032723

0,016362

2Jl

+ll
4-2J1

0,26330

0,13109

a,a6547

0,432728

0,016363

3ll
6

2.3,10582

2 .3,13263

2 . 3,13935

2 .3,14703

2 .3,14t45

?. .3,14\56

6.,6

4,"6

2.3,21539

2.3,15966

2.3,14609

2"3,1427!

2.3,14187

2.3,t4166

l, Bemerkung:

Die Rekursionsformeln III und [V sind zunächst der Berechnung der Kreiszahl n auf die beschriebene

An angepaßt, wobei imrner \ < prvorausgesetzt wurde. Löst man sich von dieser Bindung und geht von

anderen Ausgangszahlen (2.8. r1=2 und pf}, rt < pr) aus, dann ergeben sich neue Fragen. Für 11 < p1

stellt sich die Konvergenzfrage des Verfahrens aufs Neue.

Im Falie der Konvergenz des Verfahrens bleibt außerdem offen, ob es für die Grenz-werte überhaupt

eine konkrete geometrische oder arithmetische f)eutung gibt. Vorab kann gesagt werden, daß dies

möglich ist. Es zeigt sich, daß mit den Rekursionsfonneln III und [V 2.ts. trigonometrische Fun]rüionen -
und sogar Logarithmen berechnet werden können. In unserem Falle liegt also nur ein kleiner, spezieller

Anwendungsbereich der Formeln III und IV vor.

2, Bemerlamg:

Im Falle der archimedischen Rechnung bleibt der gesuchte Urnfong des Kreises immer kon-stant. Er

wird durch Streckenzüge immer besser angenähert (Rektifizierung). "Krummes" milSt sich am "Gera-

den".Im Falle der Berechnung nach N. Cusanus bleibt der Umfang der aufeinanderfolgenden Vielecke

immer konstant. Dieser gleichbleibende Umfang wird schließlich zum umfang eines Kreises, dessen

Radius wir suchten Hier mißt sich "Gerades" ant "Krummen".
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3. DiE DREI KLASSISCTIEN MITiELBILDUNGEN

Gegeben seien zwei gleichartige Größen re und xr (xr > r0). Dann gibt es drei Möglichkeiten mittels der

elementaren Rechenoperationen eine dritte Größe m dazwischen zu schalten.

l. Arithmetisches Mittel:
mo ist arithmetisches lvlittel, wenn die Unterschieda flt,- xe und xt - tna gleich sind.

Also: fro - xo = xt'ttta

.rl + xo*o=*T-

2. Geometrisches Mittel:
m" ist geometrisches Mittel, wenn die Verhältnisse ntg'. x0 und x1 : rr, gleich sind.

m
AIso: ':§-=A-

xo ffis

*'= Jio4

m, nennt man auch die "mittlere Froportionale" aus den Strecken ra und 11.

3. Harmonisches Mittel:

z1 ist harmonisches Mittel, wenn die Unterschiede iltd - rs und xt - tttr, sich wie die Größen xs und 11

verhalten.

m, - xa .ro

xt-frn xl

Zx^x. I l( I l\*,=T?i oder *=il.'" ,,
Sind die Größen xs und rr (ro < 11) als Strecken gegeben, so lassen sich die entsprechenden

Mittelstrecken leicht konstruieren.

Historisches:

Das arithmetische. geometrische und harmonische Mittel bilden die drei pythagoräischen Medietäten

(Pythagoras 570-480 v.Chr.), d.h. Proportionsverhältnisse aus drei Größen, von denen die mittlere

aufgrund einer Froportion durch die beiden anderen bestirnmt ist" Theon von Smyrua (um 100 n.Chr.)

unterschied in späterer Zeit zetn Arten von Mittein zwischen drei Zahlen a, b, undrn, unter denen sich

als die wichtigsten die oben aufgefuhrten befinden. Als vollkommenes Verhältnis galt dasjenige, das aus
zwei Zahlen a, ä sowio ihrem arithmetischen und harmonisehen Mittei besteht, also a 1 ffia= m4r: b,

z.B.12: 9 = 8 : 6 2.

2 vgl. auch Teil IIa , Seite ?8
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Zur Konstruktion der 3 klassischen Mittel aus den gegebenen Strecken x0 und xt (>xo )
l. Arithmetisches Mittel rzo:

Aus ffio - xo = xt - t?la

folst *^ - Is!:t"2
Zur Konstruktion von mo.

c!=r"-ro 
(scheiter c)und weiter vn rr - xo

woraus insgesamt: W * mo =I+!t folgt

CEl
CBz

Aus JI--=YL
fre rl

folgt m, = 1Eo - r,

Die Konstmktion folgt unmittelbar aus

dem Kathetensatz oder aus der lilurlich-

keit der Dreiecke AUVundWB.
B 

2x,,x,
Behauptung: r'h xa+xl

zunächst ist

2. Geometrisches Mittel mr:

3. Harmonisches Mittel m1r:

Zur Konstruktion des harrnonischen Mittels mh aus den gegebenen Strecken rg und 11 :

Es ist also zunächst zu beweisen:

2xox,
ffin=(JV" .ro+rt

Mit den Bezeichnungen der Figur VII gelten die folgenden Proportionen:

m,-x^ a
--.!L-a =; (scheitel v)xr-frn D

ac
E=A (ScheitelD)

cN^
; = --: (Scheitel S)
drl

Also
mh-xo _xo
xo-ffi xl

2x^x,
mh=-:'-!- folgt.'' xo+ xl

woraus
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>l o

AUDcr__-_ /Scheitelg)
BU qd

(Scheitel §)

(Scheitel U')

Drei ergtinzende Bemerkungen zum AuJbau der

I;igur Wl:

1. Leicht einzusehen ist, daß § die Strecke (/I'
halbiert, daß also gilt U§ = §I/. Das folgt aus den

drei Proportionen:

SVc
x1 c+d

' ,= P (ScheitelB)c+d p+q
oUS

(Scheitel l),
P+E rr

woraus schließlich U§ .= .SIl fcrlgt.

Wegen

USZAI
(Seheitel C)st/ ÄD I

folgt daraus rveiter ZA: AD" was zu einer zweiten

möglichen Konstruktion des harmonischen Miuels

ftiy arLts rs und xr führt (vgl. Figur VI[I):

2. Aus denn Vorangehenden ergibt sich die

harmonische Lage der Punkte A, B,U und U', d.h.

es gilt

c AU A{J'
fr = fu oder DV(ABUU') = (-I.

U'a

I

1

Z
G1

B

FigurWI

((- t ) bei Berücksichtigung orientierter Strecken)

In diesern Zusammenhang sagt man auch eine Strecke,,4B werde innen (durch U) und außen (durch U)
in demselben Verhältnis geteilt. Es gelten nämlich die folgenden Proportionen:

9=ä
dNl
xo _ AU'
rr BU'

womit die obige Behauptung bestätigt ist.

3. Zusammenhang zwischen harmonischen gelegenen Punkten und dem harmonischen Mittel

Wir wollen noch zeigen, daß die Strecke UUn das harmonische Mittel aus den Strecken AU' und, BU'
ist. Aufgrund der 2, Bemerkung gilt:

AU AU'
tsU BU'



l5

Nun ist

woraus

AU =UU'- AU'

UU'_ A{/' AU'
=-BU'_UU'BU'

Gegeben:

AB:a=12
BC:b= 6

zunächst ist dann

AM=MC
a*b=-f = *'

und (Kathetensatz):

BD=BE=mr=Jä16

Nun rverde die Strecke SB = mo

über ß hinaus bis ?n verlängert.

Dann gilt aufgrund des Sehnen-

satzes im Kreis (mit Scheitelß):

BD,BD : SB BT

oder

(aa\' ml zabBf= SB =;=mn=i+i

BU = BU'-UU',
2AU'.BU'UU'=fi*VV fotut

und

Zw e i ve rs chi e dene zus amme nfas s e nde Fi guren

AIle drei Mittelbildungen lassen sich auf zwei verschiedene Weisen in einer Figur veranschaulichen:

l.

mo= AM = MB

mr= FC

mn= CD

Dabei ist unmittelbar klar:

[o1ntn1mr1mo1

B und

mo.m, =tfi

2.

Konstruklion der drei klassischen Mifiel t7t^, ffisund nn6 mittels Kreisen:

oder

.I1

/
/,'

l,'
\

A

Figur IX

Figur

(vgl. Seite 16)
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Alle drei Mittel lassen sich darui an der obigen Figur unrniuelbar ablesen. Dabei ist ersichtlich:

mr) mr) 7n,

Flinweis: Im Teil II auf Seite 55f finden sich zum Begriff "Harmonisches Mittel" noch einige ergtin
zende Bemerkungen.


