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6. REKURSIVE RECHENGRUNDLAGEN DER TRIGONOMETRIE

6. 1. Grundlagen

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABD mit der Hypothenuse 4B = 1,
und der Kathete AD = p; (vgl. Figur XVI). Im Folgenden wollen wir
A ) zeigen, daBl der Winkel o < BAD rekursiv berechnet werden kann. Das
Verfahren gestattet daritber hinaus die Berechnung eines beliebig genauen
Niherungswertes der Kreiszahl .

B D Wir bezeichnen die zweite Kathete BD mit 4. Dann spiegeln wir das
FigurXv1 Dreieck ABD an AD und erhalten so das gleichschenklige Dreieck ABC.

Nun biegen wir die Strecke BC = s in einen Kreisbogen UV
gleicher Linge um, dessen Zentriwinkel 2a ist.

Dabei ergibt sich die Frage nach den Radius R = AU =4V
des Kreisscktors. Angenommen, wir hétten den Radius von R

ermittelt, dann 14Bt sich damit der Winkel a unmittelbar
berechnen:

U 3 200
B VA Es ist zunéchst: ?I%rc— = 260" mit
Figur XV1I =P -p}
180° i - p! IV
Daraus folgt: o= NA P X mit 1, > p,
n R

Im Folgenden werden zu dieser Berechnung einige Voraussetzungen zusammengestelit, die wir an der
Figur ablesen kénnen (vgl. auch die Figur II auf Seite 7): Es ist zunéchst:

+

p, = % und 4rF =2r, ‘(’x + pl) (Kathetensatz)
Zur Berechnung des Radius R verfolgen wir die Idee einer Annéherung des Bogens UV = s durch einen
sukzessiv verfeinerten Polygonzug.

Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

.+.
Py = fl—z—p’— arithmetische Mittelbildung

b = \/rf;——;;; geometrische Mittelbildung

Dadurch kann ein algorithmischer Rechenproze3
spezieller Art in Gang gesetzt werden, der durch die
beidenRekursionsformeln ¢

VoD

-8 \—/ c
Figur XVIII

6 vgl. auch Abschnitt 1.2.
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Daraus ergeben sich die Rekursionsformeln

Pan = %& HI und Pon =ATn Pan IV

bestimmt ist. Wir wollen nun zeigen, daB mit diesen Rekursionsformeln der Radius R des be-
schriebenen Kreissektors berechnet werden kann. Im Abschnitt 2 haben wir gezeigt, daB fur den Fall p,
< die Folgen III und IV gegen den gleichen Grenzwert R konvergieren. An einem konkreten Beispiel
kann man sich diese Tatsache noch einmal vergegenwértigen.

. _
(5=\/rf-Pf =3]

= 4 n = 5

p: = 4,5 r, = 4,74342...
ps = 462171... {rs = 4,68217...
ps = 4,65194... |ry = 4,66703...
pis = 4,65948... |re = 4,66325...
pn = 4,66137... |rp = 4,66231...
Pss = 4,66184... |rea = 4,66207...
Ps = 4,66196... |r = 4,66201...

Also R = 4,6620 auf 4 Dezimalstellen genau.

Nun konstruieren in einem ersten Schritt die Anndherung des Bogens UV durch einen Polygonzug:

T T T e~ - Zunichst verkleinern wir das Dreieck FBC im Verhéltnis
2:1 und erhalten so das Dreieck FB,C; mit dem Winkel
4 ByFCy = 24 = a. Dabei ist D\F = p,, BiF = r, und
B\C, = £. Spiegeln wir das Dreieck FB,C, an FC,, so
erhalten wir das kongruente Dreieck FC\E;.

2p, Ingesamt hat dann der Polygonzug B,C, + C\E, die Lén-
ge s bei zugehorigem Zentriwinkel < BFE; = 2a. Die
gesuchte Anndherung des Kreisbogens durch einen

Polygonzug ist also in einem ersten Schritt vollzogen.

Figur XVIlIa

Dabei 148t sich 7, als erster Niherungswert fiir R aus den Formeln III und IV berechnen. Den so einge-
schlagenen Weg verfolgen wir nun konsequent weiter. Die Figur XIX soll noch den néchsten Schritt
verdeutlichen.
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Es gelten dabei folgende Bezichungen:

r+p
134‘_‘_2—2—'i s Ta = Pa

fiir den Polygonzug:
B.Co+ CoE, + EJF + Gy =5

fir den Zentriwinkel:
< Bz JG2 =2a

Setzen wir den Prozef weiter fort, so ist an-schau-
lich klar, daB die folgenden Polygonziige sich
immer mehr einem Kreisbogen anndhern.

Dabei 14Bt sich der Radius dieses Kreisbogens
durch die Formeln III und IV sukzessive rech-
nerisch bestimmen.

An dem konkreten Beispiel von Seite 40 wollen wir

das Ergebnis unserer Darstellungen auswerten:

s =i ~pl =3
Aus Formel X1V folgt dann:
Ji-pl 1800 3 180 =363870° = 36° 52' 12"
- R n 46620 m )

Die eingangs gestellte Aufgabe ist also fir ein konkretes Beispiel gelost, und zwar ohne Trigonometrie.
Das im vorangehenden Dargestellte fiihrt nun zu interessanten Folgerungen.

6. 2. Folgerungen

1. Der durch die Rekursionformeln I und IV vermittelte Algorithmus gestattet auch eine unmittelbare
Berechnung der Kreiszahl n, und zwar beliebig genau. Dazu miissen wir nur von speziellen Dreiecken
ausgehen, bei denen wir die Zuordnung der gegebenen Strecken p; und 7, zu dem zugehorigen Winkel o
unmittelbar kennen. Wir wihlen ein solches Dreieck:

A ABAD = o =30°
o r = 1

P = ‘%‘\6
2 = \/"12 - p} =3

P f
Aus Formel X1V folgt dann:

. —_—
B ‘/r' 5 C _ 1805 )‘]2 _ pl2 1

1
o 0 n =6+ =6-—2—=31410
FigurXVlla D o R R 0955



42

wobet aus der folgenden Tabelle die Berechnung von R ersichtlich wird:

0,86603 T = 1 = 1

0,93301 |h2= %5,/2+,/'3' = 0,96593
1
4

m +2(2+43) = 0,95766

p= 13
P2= -%‘+"11—\/§

il

\
Pr= L2+43+2y2443) = 094947 |7s=
Ps = = 0,95356 rg = 0,95561
Pis= 0,95459 ~ 0,955 Mis= 0,95510 ~ 0,955

Bemerkung: Fiir den Unterricht kann Folgendes von Interesse sein: Will man den Winkel o berechnen
(bei noch nicht bekannter Kreiszahl 7), so setzt man zunichst den Algorithmus der Formeln IIT und IV
wie im vorangehenden Beispiel fir ein "sehr speziclles Dreieck” an. Dies fuhrt zur Berechnung der
Kreiszahl =. In einem zweiten Schritt 148t sich dann o mit allgemein gegebenen p; und 7; nach dem im
Prinzip gleichen Algorithmus berechnen.

2. Nun konnen wir den Seitenverhdltnissen im Dreieck ABD Namen, bzw. Bezeichnungen geben. Wenn
dies erst jetzt geschicht, hat das den Vorteil, daB der geistigen Anschauung eines Rechenprozesses die
Namensgebung bzw. Bezeichnung folgt, nicht umgekehrt. Dies hat schon K. Kommerell, der grofie
mathematische Didaktiker so empfohlen.

P 2 5 Py
— = cosq 2 —gsinax -2 = tano — = cotxr
n g £ 2
2 fa_ 2 p
ZL = Al n-p |
" COS(x = sina Vv L_ tanoy = coto
1 r§ pl H pl

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann (fiir das Beispiel auf Seite 40 mit , =5 ; py=4 ; 5 =3):

_‘Si = 0,8 = COs 36° 52'
.g. = 0,6 = sin 36° 52
%. = 075 = tan 36° 52
4= 1333 =  cot 36°52

3. Das beschriebene Verfahren gestattet dariiberhinaus fiir konkret gegebene p; < r) einen ganzen Satz
von Winkeln samt den zugehérigen natiirlichen Werten der trigonometrischen Funktionen zu bekommen.
Es ist namlich, was an den Figuren XVIII und XIX unmittetbar abzulesen ist:

Die eingangs gestelite Aufgabe ist also fiir ein konkretes Beispiel gelost, und zwar ohne Trigonometrie.
Das im vorangehenden Dargestellte fithrt nun zu interessanten Folgerungen.

Das beschriebene Verfahren gestattet dariiberhinaus fiir konkret gegebene p, < r, einen ganzen Satz von

Winkeln samt den zugehdrigen natiirlichen Werten der trigonometrischen Funktionen zu bekommen. Es
ist ndmlich, was an den Figuren XVIII und XIX unmittelbar abzulesen ist:



cosaz—el
f
o 2
cos— =—=
2 2

o
cos— = —+
4 4
o P
cos— = —=—
2k I

43

Damit 148t sich schon eine kleine Tabelle fiir die natiirlichen Zahlen der trigonometrischen Funktion cos
yaufstellen, z.B. fiir p; = 4, r, = 5 (vgl dazu Tabelle auf Seite 40).

Y o =36°52'

. cos ¥ 0,8

& 18026
2

4,5:4,74342 =(,949

— =90 13
4

0,987

- Entsprechendes 148t sich fiir die iibrigen Winkelfunktionen durchfithren, denn es ist:

V"lz - P;Z

sino, =
- "
[.2 2
Smg_ — ._12__:_82_
) 2 7
2 2
Sin'oi - __’i_l&‘_.
4 I

2 2
[ p

tangy = Y21
1

[z o

o n =P

tan =‘/2 =
2 P,

coter = ——PL

_ In der folgenden Tabelle sind fiir unser Beispiel die Ergebnisse ausgewertet:

Y

cos Y
sin y
tan y

coty

o =36°52

0,8
0,6
0,75
1,33333

2 18026
2

0,949
0,31623
0,33333
3

& g0y
4

0,987

0,16018
0,16228
6,16219
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4. Betrifft die Herleitung einer bemerkenswerten Formel von Euler:

- F Wir gehen aus von der Figur Ila und fillen von 4 das
i TR Lot AB; auf die Seite BF (vgl. Figur XX!).

Dann ist AF = r und BF = r, dh
o L
cos = "
Entsprechendes gilt fur die Figur XIX als Ausgangs-

| figur:

a
Co§— =
4

und weiter

[0 4 %
cos— =" elc.
g 7

Figur XX

Nun ist fiir die ersten 3 Schritte:

o o o
COS——- COS— - COS—~=—
2 4 g n

Allgemein:
o (04 o o Fa
COST™-COS— " COS™="+ +++ - COST =~
2 4 8 yA
Weiter ist
. I R
lim & = —
k—ee 7 h

Damit konvergiert auch die linke Seite der vorletzten Gleichung und zwar gegen —.
h

Damit ist zunichst

44 104 (24
COS—~ COS™—:COS~+ =+ =~
2 4 8 n

Weiter folgt mit Gleichung XIV

R _180° yr-p] sina

R o arcot

Insgesamt erhalten wir also die bemerkenswerte Formel von Euler:

arc g = sin @ XV

cos§-cos§-cosg: .-

7 vgl. Figur XVII
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5. Wurde fur speziell gegebene AusgangsgroBen py< ry der Algorithmus der Formeln IIT und IV durch-
gefiihrt, so kann man die folgende Frage stellen: Wie 1468t sich der Grenzwert R als Funktion der Aus-
gangsgrofien p; und r, darstellen? Dies wollen wir kurz zeigen:

Aufgrund von Formel XIV ist:

R_180° . "12“,012 _\/"12 ‘P12 __\/"12 "P]z

e 2 -
o T w0 arc o

R317P XVIa

arc COSEL

h

Also: mit mit p; <y !

Damit kann die algorithmische Berechnung von R noch anderweitig kontrolliert werden.

6.
/= 8 rn= 2 Es bleibt eine Frage noch offen.® Die Konvergenz
e = des Verfahrens mit den Rekursionsformeln I und
P~ > = 10 . . .
IV wurde fiir p, < ry nachgewiesen. Was geschieht
pa= 4,08114... ri= 3,59245.. in dem zunéchst nicht geometrisch deutbaren Fall
ps= 3,83679... re= 3,71261... pr>ri(zB. p=8,rn=2)
pie= 3,77470... re= 3,74353... In der Tabelle wurde das Verfahren rein formal
- 375011 - 375131 fir diesen Fall durchgefihrt. Das Verfahren
pa= 3, re= 315131 scheint also auch in diesem Fall zu konvergieren.
Pes= 3,75521... re= 3,75338... Das ist in der Tat so, denn es kann durch eine
kompliziertere Rechenfolge® gezeigt werden, daf
lim p,, =limr,, = R,
n-yeo n—yeo
wobei

Rl = P 1 XVIb ist. mit M= !

+p2 -
In ptypr -

Als Ausblick sei nur noch gesagt, daf unser rekursives Verfahren sich erweitern 148t im Hin-blick auf
die Berechnung von Logarithmen, worauf schon die Formel XVib hindeutet. Dieses letztere bat GauB
entdeckt. Eine weitere Fortsetzung dieser Art von Rechnungen fuhrt schlieBlich zur Berechnung von
elliptischen Integralen durch das sog. arithmetisch-geometrische Mittel, wie dies ebenfalls von GauB
schon durchgefithrt wurde. 19

8 vgl. auch die erste Bemerkung im Abschnitt 2
9 vgl. nachfolgenden Abschnitt
10 yg1. auch Abschnitt 9.1.



