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7. REKURSIVE RECHENGRUNDLAGEN DER BERECHNUNG DER LOGARITHMEN

7. 1. Eine Vorbetrachtung

Im Abschnitt 2 haben wir gezeigt, daBl der algorithmische Rechenproze8, den die Formeln HI und IV
vermitteln, fiir den Fall p; < r, gegen den Grenzwert R konvergiert. Im vorangehenden Abschnitt haben
wir diesen Grenzwert ganz allgemein als Funktion seiner AusgangsgroBen r, und p; ermittelt (vgl.
Formel XVIa). Dabei wurde schon das Ergebnis des zunéchst geometrisch nicht interpretierbaren Falles
p1 > ri ohne Beweis mitgeteilt (vgl. Formel XVIb)!!.

Zunichst zeigen wir wie sich aufgrund der Formel XVIb die natiirlichen Logarithmen aller reellen
Zahlen grofier als 1 berechnen lassen:

[ 22
In der Formel R = Al == XVIb

2
Pty P —h

fiihren wir fir ein t > 1 die folgende Substitution durch:
pi=1+t
" XVII
Dann folgt daraus zunéchst
pr—n=(Q1-1)>0,
d.h. es ist dann auch p; > r,.

Durch die Substitution XVII vereinfacht sich die Formel XVIb ganz wesentlich, und zwar ergibt sich
durch eine kleine Rechnung
2 -1

In?

R,

oder

~—wn| XVl

1

Int=

Beispiel: Es soll In 3 berechnet werden, Dann ist in der Formel XVIc ¢ = 3. Die Substitutionsformeln
XV ergeben dann weiter:

pr = 1+3=1+32=10
n=2 =23=6

Damit kann nun der Algorithmus der Formeln III und I'V durchgefithrt werden:

1T Die Formeln XVIa und X VIb samt den zugehrigen Algorithmen finden sich in einem Brief von Pfa/f an Gauf3 vom 8.
Dezember 1800 (vgl. C.F. Gauf3, Gesammelte Werke, Band X, Seite 234).
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n P 7
1 10 6
2 8 6,928203230276
4 7,464101615138 | 7,191162139815
8 7327631877476 | 7,259076313954 R, ~ 72819
16 7,29335409571 7,276195019751
32 7,284774557731 | 7,280483524943
64 7,282629041337 | 7,281556204118
128 7,282092622727 | 7,281824408483
256 7,2819585156 7,281891461733

Als Ergebnis erhalten wir aufgrund von XVIc und obiger Tabelle:

8 g
o <ln3< —

Pass Fys6

<ln3< .
7,2819585156 7,281891461733
1,098606 <In3< 1,098616

oder unter Beriicksichtigung des obigen Naherungswertes fir Ry:

3 -1
Rl
8

" 7.2819

In3=

=1,0986

Die Anndherung entspricht also auf dieser Stufe der Genauigkeit von 4 Dezimalen nach dem Komma.

Bemerkung: Mit ein- und denselben Algorithmen, nimlich denjenigen der Formeln III und IV, lassen
sich also die Werte von w, der trigonometrischen Funktionen und der Logarithmen berechnen.

7.2. Beweis der Formel XVIb

Bei diesem Beweis folgen wir Untersuchungen von GauB aus seinem Nachlab wie sie durch K
Kommerell in seinem Buch "Das Grenzgebiet der elementaren und hoheren Mathematik"!1? wieder-
gegeben sind. Bei diesem Beweis iiberschreiten wir in der Tat das Grenzgebiet von der elementaren zur
héheren Mathematik, wobei es héchst interessant ist, wie GauB ein derartiges Problem durch eine

besondere Substitutionstechnik bewiltigt.

12 vgl. Literaturhinweis am Ende der Schrift
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Wir betrachten also den durch die Formeln III und IV vermittelten rekursiven Prozef im Falle p; > ry:

Nach GauB sind durch die folgenden Substitutionen zwei positive Gréfen u; und v, bestimmt:

2
peftl, a2, XVIII

ulz-I. ! wi -1 !
Daraus folgt und weiter
2 7
u; +1
_BL:—I ulz—&“-{- "p—;"—l >1
no 2u noVn

woraus

v, =+ pl -—r,z— - >0 folgt. XIX

Nun wird auf die GroBen p; und r; der Algorithmus der Formeln II und IV angewandt:

P+
P, = 12] h=yh P2 XX
_tl vy __2\/; Vi
Tu -1 2 T -102
Setzt man

Vi
Ju, =u, und 5 =2

so lassen sich die Terme von p, und r; auf dieselbe Form wie digjenigen von p; und 7; bringen:

ui +1 2u, \Z
p, = Y ry=T Y, u, =.Ju v, =
2oyl uj -1 : : 2

Entsprechend geht es weiter:

uj +1 2uy v,
P; =739 V3 =TTV, Uy = U, V3 =T
u; —1 uy —1 : 2
2
u, +1 2u, — Vo,
pn = 2 'vn rn = 2 ‘vn un = un—l vn =
u, ~1 u, -1 2

Im Folgenden sollen die Terme von p, und r, durch die GréBen u; und v, ausgedriickt werden. Wir
gehen zunichst von Beispielen aus, um an ihnen die allgemeinen Bildungsgesetze zu erkennen:

— - —8 —]d_- (3
ug = Ju, =4u, =8u, ='Ju, =y,

3
w2 =l

4

00 fomst

by, L
V=1V =27V

=1, -
Va=gVy = 2

il
(YR

Vs
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Esgiltalso furallen=2, 3, ...

(l)n«l
— 2
u, = )
(1)
2 A7/
U, =i
1%
y o=
n 2!!-1

u?’ + 1. v, . = 2'u1(%)m I * XXI

b, = (%)*2“ 1 zn—l ” ul(lz)’” -1 2n-1

Nun interessieren wir uns fur die Grenzwerte lim p, und limr,. Wir erkennen, daf diese Grenzwerte

n-yo0 oo

nicht unmittelbar zu finden sind. Die folgende Zwischenbetrachtung wird aber dazu das Ristzeug
geben:

1
Mit u; > List limu(¥ = lim 2", =1

ne—so —poo

Fiir das Folgende hilft uns die Substitution

1+ }—17 = uli - weiter. XXII

Mit »; > 1 ist dann N > 0 und mit wachsendem » wichst dann auch N. Strebt » insbesondere gegen oo,
so tut dies auch N. Aus XXII folgt weiter:

— ‘,n__l

i

1 L)
ln U = lnkl + N

n-(uf—l):i- ln.u, = lnu,l - XXIII

Nun setzen wir als bekannt voraus:

1im(1+-§,~)~ =e und lim In{1+ )J =lne=1.

n—yoo N oo

Aus Formel XXIII folgt dann schiieBlich:

Iny,

fim oo =)= i,

=lny,

Damit kann nun die Konvergenz der Folgen p, und r, bewiesen und ihre Grenzwerte bestimmt werden.



50

wr o+ 1 v
lim p, = lim 3 ey
n—yoc n-)“ux(z) _ 1 2
Lar]
tim u,(%) 4+ 1 v,
=lm S
ne o2 ul;lT_ 1) 2
4w
" lny, 2
N
" Iny
FRRY o1
limr, = lim 2-u1:§) !
ndee | pepeo u‘(%)"_ - 2"_1
u('.x")"_l
= lim — v,
n-yse 2
2:1—2 u‘z -1
1 v,

= Y, =
Iny, ' Iny,

Esist also lim p,=lim 7,=R; (vgl. Abschnitt 6.2).
n—yoo n—po0

Aufgrund der Substitutionen XIX ergibt sich nun die Darstellung des Grenzwertes R; als Funktion der
AusgangsgréBen p, und r; (mit p; > r;), was zu zeigen war.

J‘ '5____’_7
R] - vx = pl 1
Iny, Pty pi-n

In——
h

Bemerkung: Vergleicht man die fiir p; <7, und p; > r; ermittelten Grenzwerte R, R, so ergibt sich mit

PO T i

arc cos& arc cos—&
4] I
zunichst
7 2

. Py Py —hR

Ip—————
R h
b
Rl

arc cos Ly
n

Setzt man nun R = R;, sc erhilt man ¢ine in der Funktionentheorie bekannte Beziehung, ndmlich:

pitypi-n XXV

r

Py
arccos——=i-In

n




