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7. REKTIRSTVE T€CHENGRI,NDLAGEN DER BEREC}SN.TNG DER LOGARITHMEN

7. l. Eine Vorbetraehtung

Im Abschnitt 2 haben wir gezeigt, daß der algorithmische Rechenprozeß, den die Formeln III und IV

vermitteln, für den Fall pr < rr gegen den Gre.nzwert R konvergiert. Irn vorangehenden Abschnitt haben

wir diesen Grenzwert ganz allgemein als Funktion seiner Ausgangsgrößen 11 und p, ermittelt (vgl.

Formel XMa). Dabei wurde schon das Ergebnis des zunächst geornetrisch nicht interpretierbaren Falles

pr) rt ohne Beweis mitgeteilt (vgl. Formel XVIb)lt.

Zunächst zeigen wir wie sich aufgrund der Formel XVIb die natürlichen Logarithmen aller reellen

Zahlengrößer als 1 berechnen lassen:

ln der Formel r-;---;lo! -r."

t
führen rvir firr ein t > I die folgende Substitution durch:

pt=l+t2

h =2t

Dann folgt daraus zunächst

pr*\=(l-t)2>0,

d.h. es ist dann auch pr > rr.

Durch die Sgbstitution XVII vereinfacht sich die Fonnel XVIb ga,nz wesentlich, und zwar ergibt sich

durch eine kleine Rechnung

t2 -r
.R, =-.-^ lnf

oder

/-1-1

n = lqi-j--: XVIbr\l- fa 1

XVil

t2 -llnr= 
O 

(r>l) XVIc

Beispiel: Es soll ln 3 berechnet werden" Dan:n ist in der Formel XVIc r = 3. Die Substitutionsformeln

XYII ergeben dann weiter:

pl = l+t?= l4lz= lS

h=2t =2.3= 6

Damit kann nun der Algorithrnus der Formeln III und [V durchgeführt werden:

I 1 pi" Formeln XVIa und XMb samt <ien zugehörigen Algoritlunen finden sich in einem Bnef von Pfalf an GauJJ vorn 8.

Dezember 1800 (vgl. C.F. Gau/3, Gesammelte Werke, Band X1, Seite 234).
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:

r

6

6,928203230776
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7,259076313954

7,276195419751,

7,280483524943

7,281556204tt8

7,28 1 824408483

7,281891461733
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R, * 7,2819

Als Ergebnis erhalten wir auftrund von XVIc und obiger Tabelle:

-t- <ln3< -P--

?zss rzsa

7,2819585156 7,28i891451733

l,ü98606 <ln3< 1,098616

oder unter Berücksichtigung des obigen Näherurrgswertos für Rl:

32 -lln3 = p
, tl

8
= 1,0986

7,2819

Die Annätrenrng entspricht also auf dieser Stufe der Genauigkeit von 4 Dezinulen nach dem Komma.

Bemerklrng: Mit ein- uncl denselben AlgoritlmerL nämlich denjenigen der Formeln III und fV, hssen

sich also die Werte yon 7r, der trigonometrischen Fr,rnktionen und der Logarithrnen berechnen.

7.2. Beweis der Formel XVIb

Bei diesem Beweis folgen wir Untersuchungen von Gauß aus seinem li'achlaß wie sie durch K.

Komrnerell in seinem Buch "Das Grenzgebiet der elementaren und höheren Mathematik"l2 wieder-

gege.ben sind. Bei diesem Berveis überschreiterr wir in der Tat das Grenzgebiet von der elementaren anr

höheren Mathematik, wobei cs höchst interessant ist, rvie Gauß ein derartiges Problem durch eine

besondere Substitutionstechnik bervältigt.

12 ,gl. Literaturhinweis am Ende der Schrift
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Wir betrachten also den durch die Formeln III und IV vermittelten rekursiven Prozeß im Falle Pt> rt:

Nach Gauß sind durch die folgenden Substitutionen zweiposlfrve Größen il1 und v1 bestimmt:

u? +1 2u,
Pt = ?1'\ rt = z-; 'vl

ut-l ut-L
XVUI

Daraus folgt

Py -u? !rrt 2o,

w0raus

tolgt XIX
Nun wird auf die Größen pr und r1 der Algorithmus der Formeln III und iV angewandt:

Ptlrt
Pr= Z 72=

XX

und weiter

= d1.',
ut-l 2

Setzt man

*zJi v,
ur-l 2

,^ = 1u' .u^
' u;-l 2

2u,
f = -:.-'V'n 2 t n

lln-I

u,=?*1ffir,

ur=l[

ur= r{',

"^= Ji,u

J\ =uz und
yl

T=or,
so lassen sich die Tenne von pz und 12 auf dieselbe Fonn wie diejenigen von

u? +l
^-Lu. = ----- .vz
' L u;-l

Entsprechend geht es weiter:

ul +lh=fi.v2
:

u| +t
Pn=-l-1 'vn

iln-L

Pr und 11 bringen:

vl
V^ 

-"2

., _Vzv^ -'2
2u-

n = -::-'V-' ,i-l '
:

.. 
- --3:Ivn* 

2

Im Folgenden sollen die Terme von p, und r, durch die Größen a1 und v1 ausgedrückt werden. Wir

gehen zunächst von tseispielen aus, um an ihnen die aligemeinen Bildungsgesetze zu erkennen:

tts = JC =du, ='{u, = rfl - u,(}io

ur' = ur(i)'

vs =*vo=f v, =*r, =*r, =ir1

\' Pt
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Es gilt also für alle n = 2,3,

({)''
Hn = 14'

^ fu]"-:
ul = 4''

v,r' - r-yn - 2n-l

Damit ist also

,{i)"'* t
9, =-l;r.-

ul'' - I

2'ut(+)*' vr
f =--'-,-,,,-'n 

u.,(i)*'- I 2n-'

XXUI

erkennen, daß diese Grenzrverte

wirrl aber da.zu das Rüstzeug

Nun setzen wir als bekannt voraus:

t,*(t+-,|)" =, und lim h(t+ #)" = lne =1

Aus Formel XXIU folgt <lann schließlich:

tim n (ri - l) = .1;n, ,E+* = Irr ilrn+6 \r /N-+*1,,(f+f)^

Darnit kann nun die Konvergenz der Folgen pn und r, bewiesen und ihre Grenzwerte bestimn'rt werden.

XXI

Nun interessieren wir uns firr die Grenzwen* js p, und ]91r, Wir

nicht unmiuelbar ru frnden sind. Die folgende Ziviseirenhetrach§.rng

geben:

It{it ui > I ist 11* 2, 
(*)*' = 11rn:"-S, = 1

Für das Folgende hitft uns die Substitution

ra,eiter. XXII
N{it ur > I ist dann .l/ > 0 und mit wachsendenr n wächst dann auch Af. Strebt m insbesondere gegen @,

so tut dies auch fi" Aus XXII folgt weiter:

li
,,/ = tcf-l

I ( l)
-.lnu, =lni l+- in \ N)

lnz,
" -"tn(r+ 

S)

Und schließiich ist

yl

2"-l
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/r\F2

ulij + I v,
lim p, = lim-hr*, . r*rn)e n+* U\i) _ | i,

/.\F2

.. ,lr, + l
=Itrt#n_+*2n_z {.t _,

.vt
2

l+1 vr
=_-lnu, 2

= 
_l_
lnu,

J§'.=**ir,$'
il.(l)*'=jg --T *--l',2"''lu,' - ] I

\' )
l -.,, _ ,,

- lnz' "' - Inu'

Es ist also jg1 p,=j,*r,:A 1 (vgl. Abschnitt 6.2).

Aufgrund der Substitutionen XIX ergibt sich nun die Darstellung des Grenzwertes Rr als Funktion der

Ausgangsgrößen pr und 11 (mit p1 ) rr), was zu zeigen war.

r-;-;
o -- v, _ _ {!r:[__
't' - lrr, . pr* r[pf -rl

'n-'n-
Bemerkung: Vergleicht man die für pr < ri und pr > rr ermittelten Grenzwerte R, rt1 so ergibt sich mit

^ Jt:n ,te? -,:
,t 

- - 
I .

,.rr.or& *o 
"or-&I

zunächst

ft
-"-i.Rr

urr rou&I
Setzt man nun R = rt1, so erhält man eine in der Funktionentheorie bekannte Beziehung, ntimlich:

A Pr+{Pl-r;a.rcCOS-_=l'ln-
tt lt

XXIv


