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Tsn- II - FolceN UND Srei.EN
I, ERGANZENDE BEI,ßR.KTINGEN ZU DEN BEGR,trI,EN ,'FIaF.MOMSC}IES MTIEL', I.,M) .'HARMOMSCH

GELEGENE PUNKTE'.

L. Wenn die Strecke UU' <Las harmonische Mittel aus den Strecken AU' und BU' ist, so ist aus cler

S5rmmetrie der Figur VII13 zu vermuten, daß für die Strecke,4B Entsprechendes gilt. In der Tat folgt

dies schon aus der 2, Bemerkung auf Seitel5, indem wtr die Beziehung

AU BU-- umlormen.AU' BU'

\Merur wir nun die Buchstaben in den Strecken-Bezeichnungen der letzten Beziehung austauschen,

erhalten w,ir eine Darstellung dieser Beziehung, die mit der ersten in Bezug auf strukfurelle

Gesichtspunkte verglichen werden kann (Streckenorientierungen von der Art AU : -U,4 lassen wir

zunächst außer acht):

AU AU'
BU BU'

in die Beziehung

AU AU'
bedeutet.BU BU'

T]A {JB
bedeutet:UA Uß

Die Punkte l, ,B rverden durch die Punlte U, U'hamronisch getrennt.

UU'ist das hannonische ]\,{ittel aus clen Teilstrecken A(/' *nd BU'.

Die Punkte U, U'werden durch die Punkte,{, B hannonisch getrennt.
.48 ist das harmonische Mittel aus den Teilstrecken Uß und U'8.

Anders geschrieben: Es ist

AU AU' UA UB
= 

:. -;';;- = --l (mit Streckenoncnticr"ing)
ßTJ B[I' LJ'Ä Uß

lvlit den vier Punkten eines "harmonischerr lMurfes" lassen sich also genau zwei verschiedene har-

rnonische Mittel bilden, welche über die vier Punkte nicht hinausführen. Ein über diese Punkte

hinausführender Prozeß wurde irn ersten Teil, Abschnitt 4.2 genauer beschrieben.

\ffenn wir das Ganze rein rechnerisch trerveisen wollen, dann stellt sich zunächst die Frage, ob das

harmonische Mittel & aus den Strecken t/B und U'B identisch ist nlit der Strecke r{8, Dies ist nun leicht

nt zeigen. Der Figur MI entnehmen wir zrunächst die foigenden Beziehungen:

AU' = tsU'- AB

UU'=BU'-BU.
Außerdem ist aufgmnd der Voraussetzüng [./Li'harmonisches Mitte| aus AU'und BU', d.h.

t tr !' -2AU' 
' BU'

"r1r - AU'+BV
Mit diesen Substitutionen läßt sish die obige Beziehung in eine solche fur AB umfornen, was im

folgenden Rechengang angedeutet werden soll:

13 siehe Seite 14
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z{BU,_ AB). BU,U'=BU'-BU= BU,_AB+BU

ABßU + B{J,) =28U,, ßT]

zBU,BU'
AB= UU**;= h q.e.d.

_-!

b. Die beiden harrnonischen Mittel UU'undr4B haben im allgmeinen nicht die gleichen Werte. Es erhebt

sich die Frage, ob sie in speziellen Fällen doch gleiche Werte haben können. Die gleiche Frage stellt sich

auch für die am Anfang der 2. und 3. Bemerkung auf Seite 15 beschriebenen Teilverhältnisse. Diesen

Fragenkomplex wollen wir noch etwas genauer untersuchen und die Ergebnisse zusamrnenfassen.

An der Figur MI lesen wir zunächst die folgenden tseziehungen ab

AU=p BU=q AB=p+ q

Damit ist

AU 
=4!'. __p

BT] BU' q

Aus

2ßU.BU'
AB= uu*gu'

folg dann weiter:

D+a =?q 
ntl' oder B{J,=! 

(P+,,1)

' i q+BU' q-p

Aus A(-In =L.B(J' fblgt schließlich: A[J'=Lk:Aq - q-p

Damit lassen sich nun alle vier paarweise möglichen Teilverhäitnisse und die beirJen harmonischen Mit-

tel hinsichtlieh ihrer Werte vergleichen:

AU AU' p AU BU q-pl) ---:- und 
-= 

.-_=f jezrveigleicheTeilverhältnisseBU Bu' q AU' BU' p+q

2oo2.) UU' - -!r- und AB = p+Q zivei rerschiedene harm. Mittelq-p

Nun betrachten wir die mögtichen Sonderfälle. Sie gibt es tatsächlich, und zwar, wenn p = q'(JZ -t)
ist, was leicht nachzuprüfen ist.

ln diesen Fällen ist

P q-P E'=t --12 -1,q p+q

das heißt, die in Frage kommenden vier Teilverhältnisse haben aile den gieichen Wert. Demzufolge trift
dies auch für die beiden harmonischen Mittel zu, denn es ist in diesem Fall auch

2pq!= p+q ader UU'=ABq'' p

ln der folgenclen Zeichnung ist das Prinzip des Sonderfalls gezeichnet bzw. konstruiert:
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AU A{J' i AU BLt Ji *t I
E-=-

BU B{I'_ AU' BI-I' T _ 
T+J1

UU, = AB

Konstruktionsdaten:

Äl) = xo =1

BC = xt =l+ Ji
x^D1

§vusJ xt I l+Ji

Außerdem wurcle AB = p + rl -- 7 frei bestimmt.

AUl
Dirnn ist 'Ui=ifi, (lU'= lfi= P+q--2

Zx^x, ,-
und lfi' = mr, - -YJ- = rl2

ro +.r,

Bemerkung die S-lT nmetrie der Figur VItrb betreffend:

EsistBU=lU'

2. Anrcff,ifBTISCHE, üEOI{ETzuSCHE til.iD IIARMOMSCHE FOLGEN UND DIE DREI Sm KON-

STTUiERENDEN KLASSISCI]EN MN-IEI,Btr,DT'NGEN

Die drei klassischen lvlittetbbildgngen konstituieren drei wesentlicho verschiedene Folgen, für die wir

zunächst einige Beispiele geben wollen (mit ir = 0, 1, 2, ... für alle Folgen):

Arithmetische F-olgen :

=1,2,3,4,...

111317v529
=t'';' (5' 45' 15' g';5'"'

= I,2,4,8,16,.."

831, 12 4I:g'4'2'3'9'27'81'"'

c* = 7' --) cn

r /zY,.=;ltj -+ d.

ün= l+m 1 an

l4
b,= r+6n -+ bn

Geometrische Folgen:

Harmonische Folgen

I
P=-"n I+m

I
{ ----- r.tn_ g*n

4o=-+ön 1+ 3n

l0h =- -)l0-n

- *, r 1 I i lEn * L,2r j, 4, Si 6r"

, _, 1 13 3 8 1
J n - r'g'5' 

l i' 3' 13'7'"'
42 41"

gn = 4,1,1,3r 12,i,'"'

o, = \*,1,*,7,r,*,§ §,, o,l,- I o,-s,....
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2. l. Erste Charakterisierung der Fblgen:

Jedes Glied einer Folge ist entsprechendes l\{ittel aus den spiegelbildiich zu ihm gelegenen

Folgengliedem. Für das Folgende seien ganz ailgernein xn,;,, und z, solche Miuelglieder.

Für die arithmetischen Folgen gilt:

x.r*xn!^ 
mitm<n.ma=xn=-4 

z

im Falle xn = on ist 2.ts.

. d2+a6 3+7
^-\-+U.-J-'22

Für die geometrischen Folgen gilt:

nl,=!n=i!*. 'y,*. mit m{n;

also im Falle x, = /" ist z.B.

I ,--- iE-s
d.= 

3=Joo'"u =I a gl

Für die harmonische Folgen gilt:

l l { r r\
=:i --+__- mit m Sn;

mh zn Z\rn. zu* )

also im Falle rr, = g, ist z.B.:

I 5 t{r l) t(t 4)
- -l 

_*_L- I- 
-! -I- 

I

s, z-z[s,'er) z[t't7

2.2. Zweite Charakterisierung der Folgen:

Alle drei Folgen lassen sich auch durch Bedingungen beschreiben, in denen eine für sie charakteristische

Konstante maßgebend ist.

Im Falle der arithrnetischen Folge ist

xn - x*! = const für alle n > I

Beispiel:

bn - b*-t = 4 =.onut.
45

Im Falle der geometrischerr F.olge ist:

2' = const. fi.ir alle /', ) I
! n-l

Beispiel:

d, 
=? = const.d*r 3

Im Falle der harmonischen Folge ist:



55

l- I 
=const.fürallemllzn zn-\

Beispiel:

l_ 1__113n_t+3(r?-i) _3 =const.9,9n4444

2.3. Dritte übergrei-fende Charakterisierung der drei Folgen

Die ersten beiden Charakterisierungen sind äquivalent zueinander, d.h. die eine folgt aus der anderen.
Das ltißt sich am zeigen, rvenn rvir für die drei Folgen eine Formel für das allgerneine Glied ermitteln.

Arithmetische Folgen mit allgemeinem Glied x,.

Aufgrund der ersten Charakterisierung gilt

r*r = 
U"*;*, für alle n ) z,

woraus sich

x,=,2xn_, -x,_, rekursiv berechnen läßt.

- Damit läßt sich x, aus den Anfangsgliedem.rs und x1 der Folge wie folgt ennitteln:

ro =ro
rr =rr
xz =2)\ - xa

xt =Zxz* r! = Z{Zx, *ro) - r,

=3xr -Zxo
xo = 4x, -3xo

:

xn=nxt-(n-'I)xo

Es ist also: xn=nxt -(r - l)ro für rz = A, 1,2, ...

Aus dieser Formel lassen sich die zuvor für diese Folge gegebenen Charakterisiemngen leicht ableiten:

Zur e rs ten Charakteri s i e rung :

Es ist x^ - xn._., = xl - ro : const. ftr alle n p l. oder allgerreiner:

xn-xnu = v'(rr -ro) =const für allen2,1 undfürein
beliebig, aber fest gervähltes v (0 s v < r?)

Zur rw ei ten Cha rakte ri si e rung :

Es gelten zunächst die folgenden Beziehungen:

x*^ =(n+ m,\y, -(n+ m-l)xo

x*^ = {n * m)x, * (n - m - l)xo

xn= fr xr- (n-l) xo
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Damit folgt dann r,veiter

Xn^-Xr=ffiX1 -lflXo
xo-xr^^=l\lxt-flwo

Es ist also

x*^-xr=x.n-xr-* oder rn=fu4fu
2

Im folgenden seien die charakteristischen Merkmale einer arithmetischen Folge zusanmengestellt

xn=Zxn-, - xn,
xn=rxt-(r-l)xo

/\
X^- Xr-u = Vtxr -IoJ = COnSt

v f v*n-m t *n+m
"n 

2

In tsezug auf die beiden anderen Folgen köffien rvir ganz analog vorgehen. Irn folgenden sind die

Ergebnisse entsprechend der obigen Gliederung angegeben (im Fall der harmonischen Folgen muß

* = oJ ausgeschiossen werden.):

Zwei allgerneine Bildungsgesetze, rekursiv und explizit

Invarianz - Gesetz

Symmetrie - Gesetz

geometrische Folgen

mit allgmeinem Gliedy,
harmonische Folgen mit

allgemeinern Glied z,

Zn-1'Zn-T
zr= l- --Lrn_2 -.n_l

zo' zt
7 =--x - 

?tza -h -l)2,
,\I I ll 1,

= Y i--- l=constlrrlLn tn-v \tl "o )/\r ri r I I

- *)l , ', Iun " \-r-n -n+m ,,1

,, - !1-'
J n 

!n-z
nIt

ln =lA
!o

Beispiel: Die Folge d, beginnt mit

clen Gliedern lo = "3 und y, = f,.

Also ist:

(i)' s (z'Y
/, = 

(r\,-r 
= S'Grj =r,

und

ln i2
- 

- -ii =; = const
lnqBJ

Beispiel: Die Folgel, beginnt mit den

Gliedern zs = 1 und z, = 8.

Also ist

- -- tlF - 8--- ,7=--=o'-n l-(n-i) $-8+n-rn

r r (t ) r

;- 4;=[.E- 
rJ= 

* = const

und
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3. DIE DEN DREI FOLGENIYPE}{ ENTSPRECHENDEN STALNi.TTVTEN

Den drei charakterisierten Folgen lassen sich nun drei verschiedene Typen von Skalsn zuordnen, wenn

man den einzelnen Werten der Folge Punkte auf einer Skala zriordnet. Für die harmonische Folge /2

sieht das zum Beispiel wie folgt aus:

<_
rs EE F, %

Entspechend den drei F'olgen ergeben sich so drei Typen von Skalen:

1. Die additive Skala entspricht einer arithmetischen Folge, auch Skale des SclerittrnalSes genernt.

2. Diernultiplikative Skala entspricht einer geometrischen Folge, Skala des WachstumsmaJies genawrt'

3. Die hannonische Skala entspncht einer harnnonischen Folge. Die obige Skala ist eine solche.

Alle drei Skaien lassen sich in Gedankengänge und Konstruktionen der projektiven Geometrie

einordnen. Es ist sehr lehrreich, die entsprechende tr iteratur über diesen Zusarnmenhang zu studieren.la

Wir übemehrnen hier einige dieser Ergebnisse und konstruieren jer,veils ein Beispiel für die drei

Skalentypen:

Die Skala des schrittmafJes (entsprechentl einer arithtnetisehen Folge x):

Hier erkennt man unmittelbar aufgrund der ersten beicien Strahlensätze ( mit a llp ii s):

1-1-- 
,

848
11 5 § 1

A,A^ A.P"4* = * (2. Strahiensatz; Scheitel Pz)
S,SL P,§,

A!-' =!! (1. strahlensatz; scheitel,4l)
FrS, P,s,

4& = ++ (2. strahiensatz; seheitel P1)
P,S, S,S,

14 A. B"*h*d; Projektive Geometrie, Stuttgart 1984, Kapitel 14 u. 18

L. Locher-Ernst; Raum und Gegeuaurn, Dontach 1957,21. Kapitel (Die drei Urskalen)

R. Ziegler, Mathematik und Geisteswissenschaft, Dorrrach 1992, Kapitel III (Zur geom. Unendlichkeit)
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Damit ist also ArAt.

allgernein AurA,

UG2 VS'

ucz 
=tslUGl VS'

Av4t

Au\:d=const

Die Skala des Wachsumsmaßes (entsprechend einer geometrischen Fötge):

Auch hier erkennt man unmittelbar aufgrund des dritten Strahlensatzes ( mit s llg):

UG, YSt
(3. Strahlensatz; Scheitel P:)

(3. Strahlensatz; Scheitel P2)

Es ist also

uq. _ucz
ucz uG'

Allgemein:

ry-=!o*=8=const.uG*, {lGo

Die Skala des harmonischen MaJJes (entsprechend einer hatmanischen Folge):

Für das Folgende benittzen wir als Voraussetzung die Resultate aus den Bernerkungen zu Figur VII15

und die harmonischen Lagebeziehung€n, wie sie am vollständigen Viereck (bzw. Viersei$ arrftreten 16 .

Wie wir gesehen haben ist eine harmonisehe Folge e, durch die Anfangswerte ze und zr bestimmt.lT

Diese Werte bestimmen zusammen mit dem Wert 0 drei Punkte auf der zu konstruierenden Skala,

wrcdurch im projektiven Sinn ein eindeutiger Durchlaufungs-Sinn auf der Skala festliegt. Dabei

entspricht die Folge 0, 26, z1 dem einen, die Folge 0, 21, zg dem anderen Durchlaufungs-Sinn. Wir

beschränken uns hier zunächst auf den Fall er < ze, d.h. z1 liegt zrvischen 0 und eo (lgl. die folgende

Skizze). In diesem Fall handelt es sich also um eine monoton fallende harmonische Folge. Der zur

15 siehe seite 14

16 vgl" dazu z.B. A. Bemhard,Projeictive Geometrie, Stuttgart 1984, Kapitel 18

i7 ,gl. Seite 57
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'konstruierende vierte hamronische Punkt 22, der e2 entspricht, liegt dann zwischen O und Zr, wobei wir

die den Werten z, errtsprechenden Punkte auf der Skala rnit großen Buchstaben geschrieben haben und

dies weiter so handhaben wollen.

Der FunLl Z2rwrde so konstruiert, daß

oz" o7.^" - t --r-, =* ist (mit Streckenorientiertheit),.ra, \ r.74rlz. LtZo

d.h. die Strecke 0Zr wird innen und außen im gleiehen Verhältnis

geteilt. Außerdem ist dana OZ1 das har,nonische N'Iittel aus den

Strecken OZ2 und OZs, also

..).? _2.02.0.o22LTTJ' -' OZo+OZ.t

Im folgenden wurde die der harmonischen Foige z^= €n =-fi entsprechende §kaia konstruiert. Dabei

N'urde das zuvor beschriebene Konstruktionsprinzip wiederholt *ngewandt.

s,uy

\

\

\

tl

I
I

lil1

,ll

"a"

zo

I
T

1
i_1_1 L76 5

,,ri
\/
\l
\r\t

',#( Xt
'( 
l,,t\

i l\ IIIt \tt ll.t
li t't

\

\
I

\

\
1

\
I

-\ y''
t 

i\
I

i
I

\

i
I

I

z1

I-7,

Konstruktionskizze:

2 <t---
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Bemerkungerz: Auf die Saitenlänge des Monochords bezogen handelt es sich dabei um die Skala der

Obertöne. Stets gilt dann:

oz. =? =a:-:*il= + für n: t,2,3,..., u,obei ozr= 1" OZn +OZn+t n+l

Bezüglich der zuvor beschriebenen Skala, welche als relative Saitenlängen auf dem ".\,[onochord
interpretiert den Tönen einer Obertonreihe entspricht, ist noch folgendes bemerkenswert:

n a =o
_l

n+l
Folge harmon. Punktwü rfe

O, Zr, Zn+t, Zn*z

Folge der Werte des

Teilverhältnispaaresoz*z oz,zffi=?)zm
0 I o I ä-* 2=2

I I, 0ä + + 3=3

2
I
3

nlllu545 4=4

n
t
!

n+T
nlllu ;JJ n+I n+1 n*7=n*2

Wir entnehmen die elementare Tatsache, daß mit der ltarmonischen Progression der Obertonreihe eine

Folge vcn Teilverlrähnlssen verknüpft ist, die als an thmetische Progiession die efltspr. Untertoursifre bildet.l8

Bei der Folge z, - h, =# it, zo = | und z1 = $. Hier ist also zr 2 zo. Sehr zu empfehlen ist die

Konstruktion einer entsprechenden Skala auch in diesem Fall.

4. PR,OPORNONEN DEi{ DTIR-TON-INTERVALLE

Die Saite eines Monochords werde z.B. auf den Grundton c gestimmt. Beim Zupfen der Saite schwingt

sie dann rnit der Frequenz 128 I1z. Bestimmt m.an nun rein durch genaues Flören die relativen

Saitenlängen, die den einzelnen Tonintervallen einer Dur-Tonleiter entsprechen, so führt dies zu einer

Dur-Tonskala auf der Saite. Diese Dur'Tonskala mit ihren relativen Saitenlängen hat in Verhältnis-

Zahien geschrieben das folgende Aussehen (reine physikalische Stinnmung):

c l:l Prim

d 8:9 großeSekunde

e 4:5 großeTerz

f 3:4 Quarte
g 2 :3 Quinte

a 3 :5 große Sext

h 8 : 15 große Septime

c' I :2 Oktave

18 vgl. dazu auch Abschnitt 8.
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Nun ist 24 das kleinste gemeinsarne Vielfache aus den Zäihiem der obigen !'erhältniszahlen, weshalb wir
das Ganze in einer fortlaufenden Proportiort schreiben kömen:

' 24:27 :30:32:36:40:45 :48

Hier entspricht z.B. der speziellen Proportion 2tl : 32 = 3 '. 4 die Quart.

Die Skala der relativen Saitenlängen der Dur-Tonskaia hat dann folgendes Aussehen:

5. HARMOMSCHE MiTTELBILDUNGEN [\,{ ZUSAMMXNiIAJ\-G MIT DER DIT'R-TONSKAI,A

5. 1. Rechnerische Grundlagen

Ausgehend von den drei ersten Intervallen der Dur-Tonskala stellen wir zunächst das folgende fest:

$ ist das harmonische i\,littel von I und f

't 8 3Z1s 5
l_
1

234-8_
3459

!{ n
5

lt l
3

Verhältniszahl 2,. Dann gilt:

')q q ')t
-koan -on

7=--Fi zo+ zn !+2, '

woraus sich z, rel«rrsiv berechnen läßt;

z, = {?- {n =2,3,...)
- 'rl

Es ist also;

.l
Z^ =-za L-.1

,^ --32-= "z-zz +-3zl
z3 z3

7. =- 2-2. 8-72,

zr-t
a, - -l-'- -

L_ 4"_,,

fundI
fundI

Setzt man diese Reihe (genauer: Folge) im gleichen Sinne fort, darur führt dies auf eine bemerkenswerte

Proportionenfoige, welche charakteristische Intervalle der Dur-Tonskala entsprechen, Natürlich ist diese

Folge darrn keine harmonische Folge im engeren Sinn. Ihr Eildungsgesetz wollen wir.jetzt algebraisch

fassen. Es sei zo = 7, {,-, das schon bekannte harmonische Mittel äus ?e und der gesuchten neuen

Beispiel:

Zr-l =S
4^

- _ )-__ _'',- l*t- 3

Für allgemeine Anfangswerte zs und z1

sieht die Formel wie folgt aus:

7*zr
zn

Zi
woDel: -zl

,"*1 zo -lz*' -t)2,
oo-1 iL -L* ------ ( I

2n-,

Mit zr : I (u*A zo = i) ist dann:
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81
'n g+2^i - l+2ru

(.n=1,2,3,...)

Errechnet man auf'diese Weise die Werte der Folge zn ausgehend voh 21 = I ( unO za= l), so ergibt

sich die folgende Proportionenfolge:

l:l Prim

große Sekunde

große Terz

Quinte
Oktave

Quinte der Oktave (Duodezirne)

Terz der Doppelol-tave

Sekunde der dreifachen Oktave

8

4
,,

I
I

I
I

Als fortlaufende Proportion geschrieben, sieht dies rvie foigt aus:

8 : 9 : l0 : 12 : 16 :24 :44 :72

Von den "fehlenden" Intervallen treten die lv{ollterz, die Quart und die Sext als Unterpropor:tionen auf,

bemerkenswerterweise aber nicht die Septime:

l0:12: 5:6
9:12= L2: 16=3:4

24 40= 3 : 5

für !,= 0,+ l.+ 2,+3,...

Erlebbare Intervalle der Dur-Tonskala
in einem Bereich von etwas mehr als
drei Oktaven. (Stimmumfang der
menschlichen Stimme)

11#=i
auf den Seite 57ff können wir auch hier

Mollterz :

Quart :

Sext :

trnterpretiert man wiederum die obige Proportionenfolge als relative Saitenlängen einer Skala, so erkennt

man ihre Symmetrie zur Miue (Oktave bei z4 =|;. Eine Indexverschiebung v = n - 4 bringt dies auch

formelmäßig zum Ausdruck. Es ist dann

1
z, = zr+4 =;V = lu

Die Skala ist also theoretisch "nach vorne" und auch "zurück" erweiterbar. Doch füht dies aus dem

Bereich der unmittelbar erlebbaren trntervalie hinaus.

y.3 ...'zo

1195
1

3
4q591Ez

lirn $= 0

Entsprechend den vierfachen Charakterisierungen der Folgen
vier Gesetze firr die obige Folge z, angeben.

Z"-t
an - 7--/*7- ^r-l

I

(n=2,3,.....)

(n=1,2,3,...)

Zwei allgemeine Biidungsgesetze,

rekursiv und explizit

l+2"-4
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l- Yu !v-t

--'-i-l=cons[
l-.Yr-, lu mit Invartanz - Gesetz (rnit rndex v

geschrieben)
Slmmetne - Gesetz-. - lu* !-"

v^ 
-Jv 

2

Bemerkung:

Wenn z,-r das harmonische Mittel Voo zo und z, ist, dann ist aufgrund der Darstellungen des ersten

Abschnittes in Teil Il. zo - z, harmonisches Mittel von zg - zp1 und z6.te Eine Gegenüberstellung beider

Folgen zeigt ihre Gegenläufigkeit:

Den Folgen der beiden harmonisehen N{ittel entsprechen die beiden Durchlaufungssinne der zugehörigen

Skala.

5.2. Verschiedene Konstruktionen einer entsprechenden Skalo

Solche §kalen können sehr schön rnit den an der Figur MI enhvickelten Konstruktionsprinzipien

gezeiohnet bzw. konstnriert werden. Bei den folgenden beiden Zeichnungen sind verschiedene Formen

der Konstruktion des harmonischen Mittels angewandt worden.

V = 0,+1,t2,
(und v:n-4)

vgl" dazu die Konstruktionsskizze zu Figur Ia auf Seite 60

Für n = 0 liegt insofern eine Besonderheit vor als fttr n = 0
r16

,^= lrSi=i*l=OZ,ist

l9

20

n n1-q I 2 5 4 5 6 7 8 ll -) *rc

Z*1 I !§m
t7

Iq 4
5

)
5

Ir
I

I

3
L 1

§', 0

LIJ L4 0;..
I
§

I
5

I
3

I
2

1e
3

4
5

ü
9

_10
L7" 1
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l. Konstruktion 2l

Gegeben:
z4= l=BC

8Lt- q
L22= i

::
Zpl: UV

Gesucht:
zo= AD

Die folgende Konstruktionsskizze zu Figur I zeigt, wie

man aus zo = ßC ußd znr = W die Strecke z, = AD so

konstruieren kann, daß zo-r harmonisches Mittel von zs

und ztr ist. Mit US = YS ist dann

zn= 4 fürr= 2,3,4,...
- -t-1

KonstruLtionsskizze

UI

Zn-t, _{.{40-l.r

US=VS

1:16 1:B

2l vgl. die Charakteristik der Figur VIIa, auf Seite 14, sowie die ansrchließenden Bemerkungen
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2. Konstruktion

Konstruktionskizze zo F igur Ia:22

Gegeben:
za: | = AZo

8Lt9
Ä22= i

::
Z*)= OZ*t
Die nebenstehenCe Konstruktionsskizze zu Fig. Ia

stützJ sich auf die dritte Bernerkung zu Figur MI
auf Seite 14 und zeigl, wie man aus zs= 026 und zn-r = OZ*r elie Strecke zn= AZn so konstntieren

kann,daßz,harmonischesMittelvoilzeundznist.Esistdannfüralio n=2,3,4,....stets zr=;&tL.
) -7n tn-l

Gesucht:
Zn: OZn

nll-lL"9532
2.
j

4 I _- I
5 e -'r I liigur la

Bernerkung: hdan vergleiche die Konstruktion mit der Konstruktion der harmonischen Skala (Seite 60).

22 ,gl. dazu das Konstruktionsprinzip ftlr den vierten harmonischen Punkt Zn aus den drei gegebenen Punkten O, Zg

ud Zrr_l auf Seite 60.
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c.)

d.)

e.)

5. EIMGE BEMERKUNGEN ZU DER PROPORNONENFOLGE 4, =
4.zt

z'-' ,* - (z^' - t)2,

l. Es ist aufschlußreich, die obige Proportionenfolge en für verschiedene Anfangsrverte zs und er zu

sttidieren: Für alle Folgen ist zuntichst n =l , 2, 3 .. . .

a.) za= | @rim) und z, = f (Quattl ->

- t. 3 3 3 3 3 -3 3 nLn' L, "' 4' 5'7' ll' 19 '35'77 "', "

b.) zo = I (Prim) und z, = {. -+

Ĵ, =-'n 3+2n-l

I
zt'= 6;7A

_.8. 4 8 8 8 8 8 8 ,rzn' §,"' 5'1T'T3'T7'ß'4'75'"', u

zo = I (Prim) und e, = f, 6raou-rerz)

-.r. 5 5 ) ) 5 ) ) rrZn' t' " 6"7'd'Tj'T'Ti'1§'"','

zo = I (Prirn) und z, = I Gr. Sekunde)

- t 8 4 2111-t nLn. t, .. 9.5 ,3.1,3,5
2

,a= * r;rr,d z1= *

-.5. 404l05515 nzn' 5,"'T'1'-f '6' §'3'77"' '"

Nun fassen wir einige Eigenschaften dieser Folgen - vor allem im Hinblick auf ihre zugeordneten

Skalen - ins Auge. Die Skalen haben entsprechend der obigen Reihenfolge folgendes Aussehen:

o <a- V.2 7.t ---Dt 7 o

0<- 7,7 7,iDZt
Itl
liri a -8.lr 5 I

z7 7.t -iE> 7.n

+_+--+___t_-1fi ; ++ ,

O lz zt 7.0

H*_,r__-*____*_i_ ___+__F_i
o<-+ + + + + + ä->r
0 /." zi 7.0

i=___+--_+____+-_-f-----#-- t----t0 <-; + t * B + s'> +

Das Konstruktionsprinzip firr diese Skalen wurde im vorangehenden Abschnitt 5a genau beschrieben.

2. Betrachtet man die obigen Folgen nicht nur für n : 1,2, 3,..., - rnie dies gewöhnlich geschieht *
sondem firr alle fr = 0, Ll, t2, t 3,...., dann liegen die zugeordneten Punkte der Skala alle avischen

den "Grenzpunkten" O und Zo der endlichen Strecke OZo, wobei sich die Folge der Skalenpunkte gegen

die Grenzpunkte hin unbegrenzt verdichtet. Eine solche Skala nennen wir "vollständig".

5
L=-

' 'n r,an-lJ*Z

8 + 2n-r 1+2na

405-) z'= 4s*n\ {1+,1

+__-l I I i Io f fr *' f, il *+t
()<-

o*rE
_1L__

§fi
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3. Den Grenzpunkten O und 26 entsprechen die Grenan'erte der Folge z, für n-) 1"o:

)yy_+=.,18y,ffffi=o
Z"Zr

ltm z- = Ilmn1-- " n)+6 Q-Zt , _

f 
a/'l

Es ist dabei zu beachten, daß z, für r = 0 den Skalen-
L4\L\

rvert -fa ergibt und nicht etu'a z0 selbst.
z +744'!l

= 4Z'
zl

4. Unter den ftnf angefirhrten Folgen gibt es solche mit symmetrischem Charakter, d.h. solche, bei

n' = 1,2. .., m - l) ist, was leicht zt zeigen wäre. Die Folgen d) unrJ e) haben diese Eigenschafl.

5. Alle überhaupt möglichen synmetrischen Skalen, welche der Ausgangsformel entsprechen, haben die

Eigenschaft, daß sie durch proportionale Streckung oder Stauchung auseinander heruorgehen. Es läßt

sich zeigen, daß die Folgen, die diesen Skalen zugrunde liegen, tlas allgemeine Bildungsgssetz

2*\ Izn=r;;rwrzo= ,nr*zt
z o tritt dabei als Proportionalitäts faktor auf.

6. Führt man in dern letztgenannten Bildungsgesetz eine Indexverschiebung von der Form v = m - n

durch, so ergibt sich die Nomalform dieser Folgen:

**'o -,,on-otv-t,qv-/v
tlL

für v = 0,tl*2,,..

So gesehen lassen sich die zugeordneten Skalen von der Mine her (für v : 0 oder n * mj aufbauen.

?. I-inter 5.2 haben rvir die Skala der Folge y, =$ bzw z,=qfu, auf verschiedene Weise

konstruiert" Es ist bemerkenswert, daß alle übrigen möglichen sytnrnetrischen Skalen aus dieser

"musikalischen Urskala" maßstäblich hervorgehen.

8. Zurn Abschluß vergleichen wir noch die Folgen von d) und e):

r. 8_4 2 I 11 I n
' 't' " 9"5' 3' Z'3' 5'q""u

Folse d) n

I 88 8 8I8 8 
^o('er E : ..9.T0. r,16.7,-.fi .72....v

z t,..19+f'*'*+'it'o
Folse e) n

.'1 . 40 40 40 40 40 40 40 nodet fi"...ffi.3ö.36.?ä,ä,ffi','ffi .. u

Die daraus resultierenden fortlaufenden Proportionen sind dann frrr beide Folgen - abgesehen vont

Proportionalitiitsfaktsr 3 - die gleichen:

8 : 9 : 10 : 12 : 16 :74 :4A'.72 = 24 :27 : 36 :48 :72 :l2A :2ß

Auch erkennt man unmittelbar, daß die Folge e) - abgesehen vom ersten Glied aus - derjenigen von d)

durch Multiplikation mit dern Proporlionalitätsfaktor ,- = { hervorgeht.

*it r- =i! haben.,,' 
2
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7. ARIT}IMETISCFIE MITTEBILDUNG U}]-D DIE TMruS-BODE-REI}iE

7. l. Rechnerische Grundlagen

Aus dem Bereich der Astronomie kennen wir die sogenannte Titius-Bocle-Reihe in der Form

x,=0,4+0,3.2'die fi.ir folgende Werte von n gilt: -*, 0, \,2, ...,8. Diese Reihe gibt im

heliozentrischen Weltbild die mittleren Planetenabstände von der Sonne in Astronomischen Einheiten

(lAE = mittl.Entfernung Erde-Sormg - 149.Mill. km) an. rrl/elche Gesetzrnäßigkeiten liegen dieser

Formel arithmetisch zugrunde? Um dieser Frage näher zukon:men, bilden wir eine vergleichbar ähnliche

Proportionenfolge wie unter 5.23, aber jetzt mittels arithmetischer Miüelbildungen: Es sei ro und xi

g.gäb*n (0 < re? xt), xnt sei das schon bekarulte arithmetische Mitte! aus r0 und dem gesuchten x,. Es

ist also

- - Iq+!-ari- 1 '

woraus sich r, =r*,lr- xo (firr n = 2,3,4, ") rekursiv bereclmen läßt'

Daraus ergibt sich dann weiter die Folge:

xo =ro
xt =xt
xz =Zxt - xo

Xt=ZXz-Io = 4xr-Zxo

), = r*,.-r- ro = )*' ,r- (z *' - t)ro

Es ist also

x,=Tn-t(xr-'r)+'o fürn= 1,2,3, "'

Bezogen auf die konkreten planetarischen Gegebenheiten ist dann rg : 0,4 (Entfernung Sonne*Merkur)

und 11 = 0,7 (Entfemung Sonne-Venus), so daß sich daraus die Titius-Bode-Folge xn = 0,4+ 0,3' 2*l

für m = 1,2,3, ".., 9 ergibt, wobei 16 = 0,4 der Grenzwert der Folge x,für n -) -oo ist.

Wir bemerken noch ausdrücklich, daß die Folge x, zwar aus arithmetischen Miftelbildungen hervorgeht,

aber als solche keine eigentliche aritlunetische Foige ist.

Setzt rnan fur die Planetenläufe um die Sonne Kreisbahnen voraus, dann ergibt sich für die mittleren

(ktirzesten) Abstände benachbarter Flaneten auf ihren Bahnen der jeweilige Abstand zu

xo- xnt=0,3'2n-2 fürn= 2,3, "',9'

Daraus folgt weiter:

x' - xnl *2..1 für n = 3,4, ...,g.
Xrl - X*2

Es ist bemerkenswert, daß die Titius-Bode Reihe aus einer Folge von solchen speziellen arithmetischen

Mittelbildungen hervorgeht. Auch hier lassen sich wieder wie in Abschniu.5.l vier charak;teristische

Merkmale der Folge angeben.

23 sie?re Abschnitt 5.1
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v 
-)v - 

vL': 1*n-1 - is 
Zwei allgemeine Bitrclungsgesetze, rekursiv uncl explizit

x,=2"-1{xr-ro)+ro

-L-:i*L- = 2 = const für r =3, 4, ,..,9 Invarianz - Gesetz
X*l - X*2

xa+xn 
^. A c - -L:- ^ --*^-r=-;u furn=1,2,.,.,9 Symmetrie-Gesetz

Die letzten beiden Gesetze sind hinsichtlich ihrer Reichweite auf die konkreten planetarischen

Gegebenheiten bezogen.

Anmerkung:

Setzt man in der Form el xn - 2"'t (*r- ro )+ .ro fiir xo und x1 dio folgenden Werte ein:

ro = I = 1 : 1 Frequenzverhältnis der Prirn

rr = ä :9 : I Frequenrverhältnis des Intervalls dergr. Sekunde

soergibt sich zunächst: .{, = l+2"-4 fürr = 1,2,3,... und,lamiteine spezielleuns schonbekannte

Inten allfolge der Dur-Ton-Leiter (a ls Fre qeunz-Ve rhal mi s -!'ol ge).

Als Ergebnis erkennen wir au'eierlei:

tr. Die Werte der Freqenzverhältnsfolge sind die Kehnverte der in Abschnitt 5. 1 besclriebenen Folge .

2. Das Bildungsgesetz der Titius-Bode-Folge ist das gleiche wie dasjenige der obigen Folge.

7. 2. \'abetlarische Vergleiche von Planetenabsttinden

In der folgenden Tabelle sind in zrvci Spalten die bcrechneten Abstlinde der Planeten t/on der Sonne im

heliozentrischen Weltbild tabelliert, tmd zwar i:l Astrononrischen Einheiten. Die eins Spalte wurde

aufgrund vorl )c11, die entsprechende andere Spalte auf§rund von xi = g2 + I'2n' berechnet, wobei g die

Zahl des Goldenen Sclmitts ist, die sich aus g = # berechnen läßt. Zum Vergleich finden sich in einer

driuen Spalte die wirklichen mittleren Abstände der Planeten von der Sonne.
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n Planeten
-folge

Entfernungen zur
Sonne in AE nach
Titius-Bode gemZiJS

x, =0,4+0,3'2n

Differenzen
der Ent-

fernungen

Mod. Werte der
Entfernung

(mirtl.
Halbachsen)

Entfernung gemäß der
Folge

tr= g' + g.2*'
Entftmmg*
differenzen

-öo x
Y 0,4 0,387 Bz =l- I 0,39

0,3 el2

0 + a,'1 0,723 t8L*z 0,69

0,3 sl2
t I I 1 I

0.6 g

2 ..? L,6 1,524 l+g l,6l
t.2 1o

J Plane-
toiden

2,8 2,2 -- 3,2 l+3g 2,85

2.4 4s,

4
()t
I §? 5.203 t+'lg 5,33

4,8 8s

5 n l0 9,539 1+l59 rc,27

9.6 16e

6 ^ 19,6 r 9, l9l l+31g 20,16

t92 32s.

7 w 38,8 30,061 1+63g 39,94

38.4 642

8 e 77,2 ?a §?q L+127g 79,49

7.3. Konstrulrtion der Planetenabsttinde im Heliozentisclten Weltbild gemöt| der Titius-Bode Folge

Das Konstruktionsprinzip gründet sich auf den beschriebenen Rechenprozeß mittels arithmetischer

Mittelbiidungen, der zur Titius-Bode Folge xn = A,4 + 0,3 . 2' führt:

Konstruktiosprinzip mit Skizze:

Voraussetzungen:

AoA, = ArA, und pll,

Damit ist

4A, \P, ,^

;;=ffi 
(, Strahlensatz, Scheitel Sz)

4P, AnA, ,^
tk= 

^"^, 
(3' Strahlensatz' Scheitel Sr)

woraus

AaAz = ArA, etc. folgl..
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