Primitive pythagoraische Zahlentripel — und
Quadrupel als alternierende Folgen

Georg Gockler*

1 Einfithrung

Zur Einfithrung gehen wir von zwei verschiedenen primitiven pythagoriischen Zahlen-
tripeln aus:

2, 2 9 2, 9 .2
1+ Y1 =2 Ty + Yy = 23

84% 4 187%= 205 1522 + 345%= 377°
In beiden Fillen sind die y-Werte ungerade, die x-Werte gerade Basiszahlen der Tripel,
was wir bei allen folgenden Betrachtungen beibehalten wollen. Im Hinblick auf unsere
Beispiele werden sich die Differenzen z; —y; und zo —yo als charakteristische Konstanten
erweisen.

Es ist also

21—y =18 =232
29 —yp =32 =242

Im Folgenden sei der Rechenprozefl, der zu den alternierenden Folgen fiihrt, formal und
schematisch kurz beschrieben.

Ausgehend von z2 + y2 = 22 wird zuniichst z, — y, = u ermittelt. Dann ergibt sich das
folgende Rechenschema:

“undatiertes Manuskript, Liste Nr. 150, iibertragen von Peter Baum.



2 2 _ 2
Tnt1 + Ynt+1 = Zn41

2 2 _ 42
U+ Uy T W =1

2 2 _ 2

Tn + Yn = %n

u® + vl +wl =t

2 2 _ .2
Tp1+Yn-1= 2n-1

!

Untl = U+ T

Wn4+1 = Untl + Yn (2)

und

Up = Ty — U

Fiir die konkreten Fille unserer Beispiele ergibt sich dann Folgendes:

Folge (1)

"
1562 + 6672 = 6852
182 + 1382 4 529% = 5472
120% + 3912 = 4092
182 + 1022 + 289% = 307>
842 + 187%= 205>
182 4+ 662 + 1212 = 1392
48% + 55% = 732
182 + 302 + 252 = 432
122 + (—5)? = 132
182 + (=6)* + 1% = 19?
(—24)% + 7% = 252
!

Folge (2)

T
2892 + 12092 = 12412

322 42482 + 9612 = 9932
2162 + 713% = 745>
32% + 184% 4 5292 = 561>
1522 + 345%= 3772
322 + 1207 4 2252 = 257°
882 4 105% = 1372
32?2 + 56% 4 492 = 81°
24% 4 (=7)% = 25°
322 4 (—8)% + 12 = 332
(—40)? + 9% = 412
!

Wp = Yn — Un

(3)

Beide Folgen lassen sich nach oben und nach unten unbegrenzt fortsetzen. Nach unten
gehen sie durch eine Art Nullpunkt hindurch. was in den negativen Basiswerten zum
Ausdruck kommt.

Bemerkenswert an dem Beschriebenen ist die Tatsache, dass die Zahlen 3 und 4 — hier
reprisentiert durch Tripel und Quadrupel — in ein Wechselverhiltnis zueinander treten.
Desgleichen kennt man auch in der projektiven Geometrie: Drei Geraden der Ebene
in allgemeiner Lage gliedern dieselbe in 4 diskrete Kerngebiete. Noch schoner tritt das
Wechselverhéltnis von 3 und 4 bei vier Geraden der Ebene (in allgemeiner Lage) auf:
Dadurch wird die Ebene in 4 dreieckige und 3 viereckige Kerngebiete aufgegliedert.



@

Abbildung 1: 4 Kerngebiete

Kommentar (P.B): Setzt man in die Formeln (2) und (3) fiir u = 2, — y, ein, erhélt

man
u=0—1yy+ 2, u=0—1y,+ 2p
Und1 = Tp — Yn + Zn Up = Tpn + Yn — Zn
Wpt1 =2Tp + 04 2, Wp = —x, + 0+ 2,
also

Up+1 0 -1 1 Tp Up, 0o -1 1 Tn
Un+1 =1 -1 1 | -| yn Up, = 1 1 =1 |- wn
Wr+1 1 0 1 Zn Wn, -1 0 1 Zn
0 -1 1 0 -1 1
Mit den Bezeichnungen M, = 1 1 -1 JundMy=|( 1 -1 1 | wird deutlich,
-1 0 1 1 0 1

welche Matrix das untere und welche das obere Quadrupel liefert.

Ausgehend von einem Quadrupel liefert dann die inverse Matrix M 'das obere Tripel
und die Matrix M1 das untere Tripel.

1 1 0 -1 1 0
Esist Mgt = ( 01 1 ) und Mgt = ( 0 -1 1 ) und mit den Bezeichnungen der

1 1 1 1 -1 1
Formeln (1) ist dann

T4l 1 1 0 Un+1 Tp_1 -1 1 0 Uy,
Yn+1 = 0 1 1 . Un+41 Yn—1 = 0 -1 1 . Un
Zn+1 1 1 1 Wy 41 Zn—1 1 -1 1 Wn,

So ist mit Beispielen aus der obigen Folge (1)



120 1 1 0 18 48 -1 1 0 18
391 | =1 0 1 1 |- 102 95 | = o -1 1 ]- 66
409 1 11 289 73 1 -1 1 121

Glockler hat darauf verzichtet zu zeigen, dass in der Tat die Summen u? + v2 + w2 und
u? + UEL ot w% 11 jeweils Quadratzahlen ergeben. Dies folgt so:

u? + 02 4wk = (2, — Un)2 4 (@ 4 yn — 20)2 4 (=20 + 20)*

= 32,21 + 2 (ﬂsi + y%) — Aynzn — 4xpzn + 2T0Yn
= 52,21 + 200Yn — AYnzn — dxp 2y
= (2271 — Tp — yn)2

und

u? + U72l+1 + w72l+1 = (Zn - yn)2 + (xn —Yn + Zn)2 + (fvn + Zn)Q

= 522 — Aypzy + 4xp 2y — 220Yn

= (2zp + oy — yn)2

2 Von der Mannigfaltigkeit pythagoraischer Zahlenquadrupel

Der beschriebene Rechenprozess (Formeln (1) (2) und (3)) lésst aus jedem primitiven
pythagoréischen Zahlentripel (p.T.) eine alternierende Folge hervorgehen. Dies gilt aber
nicht umgekehrt fiir jedes primitive pythagorédische Zahlenquadrupel (p.Q.). Die Man-
nigfaltigkeit der p.Q. ist weit grofler als diejenige der p.T. Die folgenden p.Q. weisen
etwas auf diese Mannigfaltigkeit hin. Dabei richte man das Augenmerk auf die Frage,
welcher Folge ein bestimmtes Quadrupel angehorig sein kénnte.

(a) 22 432462 =72

(b) 22 4+ 10% + 117 = 15

(c) 282 + 247 + 247 = 412

(d) 62 + 92 + 182 = 21% = 4% +-13% + 162
(e) 82 +20? + 252 = 332

Die folgende Einordnung der Quadrupel in eine Folge geschieht zunichst dadurch, dass
man die spezifischen Eigenschaften der Quadrupel erkennt.



(a) (b)

()

02 +12+0% =12 02 +3%24+4%2 =52 124922 492 - 32
12422422 =32 62 + 6% + 72 = 112 232 4+ 24% 4 24%= 412
22 4 32 4 62= 72 22 4+ 102 +112= 152 3292 + 330% + 330% = 5712
32442 4+ 122 =132 122 + 152 + 162 = 252 45912 + 45922 + 45922 = 79532
42 + 5% +20% =212 62 + 212 + 222 = 312 {
l 1l
(d) (e) (e)
152 =22 4+ 52 4+ 142 = 92 + 122 82442412 =092 22 1 10% + 252 = 272
212=62 + 92 + 182 = 42 + 132 + 16> 82 + 122 +9%2 =172 82 + 202 + 25%= 332

512 =242 + 272 + 362 = 222 + 312 + 342 8% 4+ 20% + 25%= 337
752 = 382 + 412 + 50% = 362 + 45% + 482 8% + 282 + 492 = 572
1 82 + 362 + 812 = 892

l

Es ist recht reizvoll, die spezifischen Eigenschaften dieser Folgen zu

182 4+ 30% 4 252 = 432

322 + 402 + 252 = 572

502 + 50% + 252 = 752
1

studieren. Handelt

es sich doch um schone Beispiele echter Zahlenphéinomene, die im Kontext allgemei-
ner Theorien meistens gar nicht beachtet werden. Erwéhnt soll nur werden, dass die
Berechnung der Folgen (c¢) und (d) nicht ganz trivial ist (vgl. Anhang 1).

Kommentar (P.B.) Der Anhang fehit im Manuskript. Die Folgen (uy,), (vy), (w,) und

(tn) sind im Beispiel (a) offensichtlich: Es ist

Up =N
vp=n-+1
wp=n(n+1)

th=n(n+1)+1
und es ist in der Tat
=n?4 (n+1)2+n%(n+1)>?
uZ vl wk=2n(n+1)+1+n%n+1)°
u? + 0 +w?=[nn+1)+1?

2 2 42
un+vn+wn_tn

2 2
U, + v, +w

N 3IN I 3IN

Im Beispiel (b) erkennt man die Beziehung wy, = v, + 1, und bei (v,) hilft die

Differenzenbildung weiter. Man erhdlt



v [3] [6] [20] [15] [21]
(o —on [ 3] [4] [5] [6] |

also ist v, die Summenformel der natiirlichen Zahlen und somit

1
vp = =n(n+1)
2
Lo
vn:f(n +n)
2
Dann ist
t%—ui:vi+w%

(n? +n)” + [1 (n2—|—n)+1]2

(tn + un) (tn —un) = 9

(tn + tn) (bn — tn) = = (N2 + 1) +n® +n+1
(tn + un) (tn — up) = = [n* 4+ 2n° + 3n? + 2n + 2]

(tn + up) (tn, — up) = (n2 + 1) (n2 +2n + 2)

NI RN RN -

Hieraus gewinnt man folgende Tabelle:
’ n H (tn+un)'(tn_un) ‘ (tn+un) ‘ (tn_un) ‘ 7fn ‘ Un ‘

2 95 5 5 5|1 0
3 5-17 17 5 11 | 6
4 17-13 17 18 15| 2
5 13-37 37 18 25 | 12
6 3725 37 25 31| 6

und somit die Folge (b).
Bei einem p.Q. u?>+v?>+w? = t? ist ja immer die Summe zweier Quadratzahlen auf

der linken Seite gleich der Differenz zweier Quadratzahlen auf der rechten Seite,
2.B

v? +w? =% — u?
V24 w? = (t+u)- (t—u)
und damit gleich einem Produkt zweier ganzer Zahlen. Dies ist auch ein Schliissel

zur Erzeugung von Quadrupeln. Es kommen aber nur solche Quadratzahlen v? und
w? in Betracht, deren Summe ein Produkt aus mindestens zwei Primzahlen ist.

Bei der Folge (¢) ist v =w und w =v — 1. Hieraus folgt

u? 4 20? = 2

302 —20+1=1¢>



d.h. der Term 3v? — 2v + 1 muss eine Quadratzahl sein. Mit Hilfe einer Excell-
Tabelle kann man zeigen, dass in der Tat die Zahlen v = 2, 24, 330 die einzigen
natirlichen Zahlen in diesem Bereich sind, bei denen diese Bedingung erfiillt ist,
und anscheinend ist v = 4592die ndchste natirliche Zahl, fir die dies zutrifft. Wie
hat Georg Glockler dies ohne Hilfe eines PC — dessen er sich total enthalten hat —
herausgefunden?

3 Charakteristische Merkmale alternierender Folgen und deren
speziellen pythagoraischen Quadrupeln

Zunéchst wollen wir uns der Frage widmen, woran man ein p.Q. als zugehérig zu ei-
ner alternierenden Folge erkennen kann. Der aufmerksame Leser wird die im Abschnitt
2 unter (e) aufgefithrten Quadrupel als einer alternierenden Folge zugehérig erkennen
konnen. Rein beschreibend lisst sich zunéchst die Struktur der Quadrupel angeben: Ge-
geben sind zwei Quadratzahlen, die eine in der Form 2 beliebig, die andere in der Form
(2n — 1)2 ungerade. Wenn dann die dritte Zahl das doppelte Produkt der Basiszahlen
der beiden Quadratzahlen ist — also 2v (2n — 1) — dann ist

20) + [2v (2n — 1)) + [(2n - 1)2}2 - [2# +@n—12] (4)

Dann miissen nédmlich nach den Regeln (1), (2) und (3) nach ,oben und unten* die
entsprechenden p.T. daraus hervorgehen. Dies ist auch tatsdchlich der Fall. Unter Hin-
zufiigung der Bezeichnungen von (1) sei das Ganze schematisch aufgezeigt:

1
20 (v +20— D (20— 1) (2v +20— D = [ 4 @n+ v — 17
w% + y,% =z,

[2’/2}2 +2v(2n - 1) + [(Qn - 1)2}2 —[o2 4 (2n — 1)2}2 5)

2 2 2 _ 42
un+vn+wn_tn

20 (20— v~ D 4 [0~ 1) 20— 20—~ = [? + @0 v~ 1]

2 2 _
Lp-1 + Yn—1 = Zp-1

Dabei gilt:

Up, + Upn + Wy, = 2,

Up + Zn—1 =1n



was zur Kontrolle bei den praktischen Rechnungen niitzlich sein kann. Fiir n = 4 und
v = 2 ergibt sich dann zum Beispiel:

362 + 77% = 85>
82 + 282 4 492 = 572
202 + 212 = 297

mit

8428 449 =85
28 4+ 29 = 57

Kommentar (P.B): Schreibt man die Wurzel z einer Quadratzahl 2% als Summe a + b
zweier Zahlen a und b, so ist

(a+b)?=a+2ab+ b

genau dann ein pythagoreisches Quadrupel, wenn auch 2ab eine Quadratzahl ist.
Dies erreicht man dadurch, dass man a durch a® und b durch 2b* ersetzt. Dann ist
ndmlich

(a® +26%)° = (a®)” + 402 + (26%)°
(a® +26%)° = (a®)? + (2ab)? + (2b7)°
Damit das p.Q. primitiv ist, muss a ungerade sein und teilerfremd zu b. Daher

setzt Georg Gliockler a = 2n — 1 und b = v und erhdlt damit die Identitdt (4),
wobei tn, = 20% + (2n — 1)? stets eine ungerade Zahl ist.!

4 Zum ,,Nullpunkt-Durchgang“ einer alternierenden Folge

Im allgemeinen sind die alternierenden Folgen nach ,,oben und unten“ asymmetrisch ge-
baut. Es gibt aber eine Ausnahme, wo die Folge nach oben und unten — was die Quadrat-
summen anbelangt — symmetrisch ist. Interessant ist dabei, den ,,Nullpunkt-Durchgang
zu verfolgen. Jede alternierende Folge hat einen Mittelpunkt, représentiert durch ein p.T.
mit kleinstem Summenwert. Dieses Tripel hat immer eine negative Basiszahl yo. Damit

Y Wie man alle primitiven p.Q. erzeugen kann, hat Albrecht Hdiberlein in ,Rekursive Erzeugung der
Pythagordischen Quadrupel nach Georg Glickler“ untersuchi.



kann der ,,Nullpunkt-Durchgang“ schematisch etwa wie folgt charakterisiert werden:
T

o+t =

u? + v+ wi =t

B+ ah= 3

u® + g+ wi =t}

2 2 _ .2
Tty =20

!
An zwei Beispielen soll dieser Prozess gezeigt werden:
Folge (1) Folge (2)
,symmetriesche Folge“ »asymmetrische Folge“
1 1
82 +15% = 172 2207 + 4592 = 5092
22 +62+9%2 =112 50 + 170% 4 289% = 339°
42 432 =52 1202 + 1192 = 1692
22422417 =3° 50% + 70° + 497 = 99
0% 4 (-1)*=12 202 + (—21)%= 292
2% 4 (-2)? +1% = 32 50° + (—30)° + 97 = 597
(4% +3* =5 (—80)% + 397 = 892
22 4 (—6)* + 9% = 117 502 4 (—130)* 4 169% = 219>
(—8)% 4152 =172 (—180)? + 299% = 3492
\ i

5 Invarianten einer alternierenden Folge

Invarianten erfassen das Gleiche innerhalb von Verédnderungen. In der unorganischen
Natur sind dies die sogenannten Naturgesetze. Im Lebendigen sprechen wir von Meta-
morphosen. Ein Schmetterling durchlduft die Phase vom Ei zur Raupe und der Raupe
zur Puppe, von der Puppe zum Schmetterling. Immer ist es der gleiche Typus ,,Schmet-
terling“ als Invariante. Auch das menschliche Ich ist so gesehen eine Invariante fiir die
ganze Biographie, aber auch vor allem im Hinblick auf die wiederholten Erdenleben.
Eine Individualitdt kann in einer Inkarnation nicht alles zur Erscheinung bringen, was
in ihr verborgen schlummert. Dazu bedarf es verschiedener Inkarnationen.

Invarianten sind immer der Ausdruck fiir das Erfassen eines Ganzen. Die Planeten be-
wegen sich sehr verschieden, aber sie bilden in ihrer Gesamtheit ein Ganzes, was durch



die Keplerschen Gesetze so schon zum Ausduck kommt.

Auch unsere alternierenden Folgen besitzen solche Invarianten, und zwar zunéchst ganz
offensichtliche, aber dann auch solche, welche nicht so unmittelbar zu erkennen sind. Zu
den offensichtlichen Invarianten gehort das regelméflige Fortschreiten von der Dreiheit
zur Vierheit und wieder zuriick zur Dreiheit. Offensichtlich ist auch die verdoppelte
Quadratzahl u = 2v? eine Invariante. Sie charakterisiert wesentlich den Typus einer
Folge Dariiber hinaus existieren aber fiir jede Folge Invarianten, die etwas verborgen

sind. Es handelt sich dabei um gewisse Determinanten:

Tn+l Yn+l 2ntl
L, Yn Zn =l u

Tpn—1 Yn—-1 Z2n—1

fiir alle Konstanten v.

An den Beispielen im Abschnitt 4 wollen wir dieses Ergebnis kurz erproben.
1. Beziiglich der Folge (1) mit v = 1 gilt

T2 Y2 22
T oy 4
To Yo 2o
8 15 17
4 3 5
0 -1 1

U Un+1

U Up—-1

Wn+1

w, | =—(20)° = const

Wn—1

To Yo 20
-1 Y-1 2-1
r—2 Y-2 22

0 -1 1
-4 3 5
-8 156 17

und beide Determinanten haben den Wert

—2)=—(2-1)%=-20 = —64 = —8?

2. Beziiglich der Folge (2) mit ¥ = 5 muf} z.B. gelten:

T2 Y2
r1r U1
o Yo

120 119 169
20 —-21 29
-80 39 &9

U Vs W2

= | u vV wW

u vy wo
50 170 289

=[50 70 49

50 —-30 9

und beide Determinanten haben den Wert

—(2v)% = —(2-5)% = —10% = —1000?



6 Die drei Entwicklungsschritte zu einer alternierenden Folge

Als Ausgangspunkte fiir ein Fundamentalquadrupel kann im Sinne eines ersten Schrittes
eine einfache Quadratsumme angesehen werden:

c=pr

Diese Summe ist immer dann primitiv, wenn p und q keine gemeinsamen Teiler haben.

In einem zweiten Schritt ergibt sich daraus die Summe
2 _ (990)2 2 N2 /2 2\ 2
22 =02pg)° + (" —p°) =+ &)

Diese Summe entspricht der Darstellung eines p.T. Sind dabei die Zahlen p und q tei-
lerfremd und beide nicht gleichzeitig ungerade, ist das p.T. auch primitiv.

In einem dritten Schritt schlieflen sich entsprechend den Regeln (2) und (3) auf Seite 2
nach ,oben und unten“ die Summenbildungen der beiden Fundamentalquadrupel an,
welche die alternierende Folge entstehen lassen. Mit den Bezeichnungen in (1) auf Seite 2
148t sich das Ganze schematisch folgendermaflen zusamenfassen:

'
tri1 = 2pa]° + 20 (¢ +p))* + [(q +p)2]2 - [2p2 +(q +p)2}
2 = 2pq)? + [ _p2]2 — [P+ q2]2
2= [2p2" + 2p (g —p)* + [(q —p)ﬂ2 _ {21)2 (g _p)2]
!

2

2

Bemerkung 1. Setzt man

P=Pn =V
¢=quw=v+2n-1

so folgt daraus die Darstellung in Abschnitt 3 auf Seite 7. Diese Substitution hat den
Vorteil, dass fiir beliebige n und v nicht beide Zahlen p,,, und ¢,, zugleich gerade oder
ungerade sein kénnen.?

2Wiiren ndamlich p und q beide gerade oder beide ungerade, so wire das p.T. [qu]Z + [q2 _p2]2 _
[p® + ¢°]* imprimitiv (P.B.).

11



7 Drei algebraische Terme, welche die drei Summen
vollstandig charakterisieren

Es sind dies die folgenden drei Terme:
oy =12+ (2n+ v — 1)
S = (2v 4 2n — 1)% — 2w
bty = (20— 1)% + 202

2

Die Herkunft des ersten und dritten Terms ist leicht erkennbar:

e 2,, ist die Ausgangssumme
P4+ =0+ 2n+v—1)>

e t2 ist die Summe des entsprechenden Fundamentalquadrupels (vgl. das Schema

(5) auf Seite 7).

e s, ergibt sich schliefllich als Basissumme x,, + y,, eines p.T. Es ist ndmlich

Spy = Tn + Yn

Sy = Tny + Yoo
Spw=2vwv+2n—1)+2n—-1)(2v+2n —1)
S = (2v 4 2n — 1)? — 202

(vgl. das Schema (5) auf Seite 7).

Aus gegebenen Werten fiir zy,,, t,, und sy, lassen sich die entsprechenden Quadratsum-
men vollstdndig bestimmen. Einige Beispiele mogen dies demonstrieren:

1. Gegeben sei z,, = 61. Dann ist
61=12+(2n+v—1)°
61 = 5>+ 67

mit v=5und n =1.

2. Gegeben sei s,, = 31. Dann ist

31 = (2v42n—1)% — 22
31=7>-2.3?

mit v = 3 und n = 1. Das zugehorige p.T. ist dann das folgende:

Tpy =20 +2n—1)=6-4=24
Yyw=0C2n—-1)2v+2n-1)=1-7=7
=12+ (2n+v—12=324+42=25

12



3. Gegeben sei t,, = 59. Dann ist
59 = (2n — 1) 4+ 202
59 =32 +2- 5

mit v =5 und n = 2.
Das zugehorige Fundamentalquadrupel hat dann die Darstellung

502 + 30% + 92 = 592

Alle drei Terme charakterisieren die entsprechenden Summen und bestimmen dadurch
deren Darstellung. Dariiber hinaus lassen diese drei Terme eine iibergeordnete Einheit
erkennen, welche in der folgenden schénen Beziehung zum Ausdruck kommt:

Snv +tny = 2 Znw
Diese Beziehung kann leicht durch Nachrechnen bestétigt werden. Es gilt z.B.

852 + 150 =2+ 250
161 +89 =2-125

Bemerkung 2. In unseren Beispielen haben wir als gegebene Werte fiir z,,, sy, und ¢,,
stets Primzahlen gewihlt. Wie aber sieht das Ganze aus, wenn wir z.B. Produkte aus
Primzahlen als gegebene Werte annehmen? Es sei z.B. ¢,,, = 33 = 3 - 11. Dann ist

33=02n-1)>%+2°
33=12+2-42
33=52+2.22

Dann gibt es zwei Losungen:

322 + 82412 =332
82 + 202 + 252 = 332

Wir werden auf diese Fragen noch zuriickkommen.

8 Die drei Terme z,,, s,, und t,, und die Dreigliederung der
Primzahlen

Als Ausgangsphidnomen gehen wir von der Tatsache aus, dass die ersten drei ungeraden
Primzahlen 3, 5 und 7 drei verschiedenen Typen von Primzahlen angehoren. Diese drei
Typen sind durch die folgenden drei Bildungsgesetze beschrieben:

1. Typ: 2. Typ: 3. Typ:
8n + 3 8n —3 8n —1

13



n Jo[1[2]3[4][5]6][7[8]9]10]11]12]13[—]
8n—3 5 [13 29 [ 37 53 [ 61 101 [ —
8n—1 7 23 | 31 A7 7179 103 | —
8n+3[3]11]19 43 59 | 67 83 197 | —

Tabelle 1: Primzahlen mod 8

Fine erste kleine Tabelle soll aufzeigen, um welche Primzahlen es sich dabei handelt:

Nun werfen wir einen Blick auf die Spektren unserer drei Terme z,,, Sy, und t,,.
Das Erstaunlichste dabei ist die Tatsache, dass in jedem der drei Spektren genau ein
Primzahltpus in spezifischer Weise konstituierend auftritt. Diese jeweils konstituieren-
den Primzahlen sind in den Spektren jeweils rot gedruckt.?

| n | 8n —3 [ 8n—1 | 8n+1 | 8n +3
1 5 202,211 7 | 503, S11 9 | 220,820,t02,20,t12 || 11 21
2 13 203, 212 15 17 291, S04, S12, t22 19 tos, t13
3 213-7 23 S21 25 204,213,230,530,30 27 tos, t31
4 29 Z299 31 S05, S13 33 t04, t14, t32 35
5 37 231 39 41 205, 214, S22, 124 43 t33
6 45 32 5 Z93 47 S31 49 240,806,814,540,t40 51 t05, t15, t41
7 53 Z32 55 57 t34, t42 59 t25
8 61 Z15 63 S23 65 224, 241 67 t43
9 69 3-23 71 S07, S15 73 233, S32, t06, t16 75 t35
10 77711 79 S41 81 Z50,S50,t26,t44,t50 83 t51
11 85517 | zo7, 216, 242 || 87 89 295, So4, l5o 91
12 93 3-31 95 97 Z34, S08, S16, t36 99 t07,t17,t45,t53
13 101 251 103 533 105 107 tor
14 109 243 111 113 208, 2175 S42, t54 115
15 117 32 13 296 119 $25, S51 121 2605 S60, t46, t60 123 t37, t61
16 125 53 2352592 127 S09, S17 129 tog, tlg, t62 131 t55
17 133 135 137 Z44,834,t28 139 t63
18 141 143 145 209, 2187261 147 t47
19 149 zZ97 151 543 153 253,826,t38,t56,t64 155
20 157 236 159 161 501055185552 163 t()g,tlg

Tabelle 2: z,,, sy, und t,, nach Restklassen mod 8 geordnet

Die zweite Entdeckung betrifft einen vierten Primzahltyp der Form 8n + 1, der in
allen drei Spektren auftritt. Diese Primzahlen haben deshalb universellen Charakter.
Gewohnlich betrachtet man diese Primzahlen nicht gesondert sondern subsumiert sie
unter dem allgemeinen Primzahltypus 4n + 1. Im Spektrum fiir z,, treten diese und

3Diese Spektren fehlen im Manuskript. Ich habe hier eine entsprechende Tabelle erstellt.
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keine anderen konstituierend auf.

Das Studium der drei Spektren ist in mancher HInsicht aufschlussreich. Wir wollen einige
charakteristische Merkmale ins Auge fassen:

(Liicke im Text!)

9 Eine Drei-Einheit im Bereich der Quadratsummen und ihr
Verhaltnis zu Primzahlen

Im Bereich der besprochenen Quadratsummen gibt es Groflen, die in gewisser Beziehung
eine Drei-Einheit bilden. Es handelt sich um die folgenden drei Summen:*

2y = V2 + (v 4 2n — 1)°
by = 20+ (20 — 1)?
Sy = (20 4+ 2n — 1)% — 2/

Ein erster Einblick zeigt schon,dass die drei Summen durch spezielle Typen von Prim-
zahlen charakterisiert sind.

1. In allen Spektren treten Fremdlinge auf, und zwar stets als Quadratzahlen. Sie
sind deshalb Fremdlinge, weil sie nicht zu den das Spektrum in spezifischer Weise
konstituierenden Primzahlen gehoren. Sie sind in unseren Spektren als kleiner ge-
schriebene Beizahlen registriert (z.B. als za6 =32 -13 oder t117 = 72 - 11 usw.). Die
zugehorigen Quadratsummen sind dann alle imprimitiv.

2. In allen Spektren kommen gewisse Zahlen mehrfach vor. Es ist z.B.
toy = tir = tas = tsg = 3211 =99

In diesen Fallen gibt es mehrere Quadratsummen als Losung. In unserem Beispiel
sind es die folgenden drei:

982 + 14% + 1% = 99?
50% + 70% + 497 = 99°
18% + 547 + 81% = 99°
In jedem Fall ist die Anzahl der mehrfach auftretenden Zahlen in den Spektren
gleichbleibend mit der Anzahl der Losungen als Quadratzahlen.

3. Die ,,quadratischen Fremdlinge“ bestimmen zwar die Imprimitivitdt der entspre-
chenden Losungen, sie haben aber keinen Einflufl auf die Anzahl der entsprechen-
den Losungen.

“Siehe Abschnitt 7 (P.B.)

15



4. Im Gegensatz dazu betrachten wir den Fall, wo der gleiche Faktor 32 nicht zu
imprimitiven Losungen fiihrt:

tss = ts6 = tes = 3% - 17 = 153

Hier sind die Primzahlen 3 und 17 konstituierende Elemente des Spektrums ¢,,,.
Entsprechend der Darstellung unter 2. muss es also 3 Losungen geben.
Fir t,, = toy = 17 ist 82 + 122 + 92 = 172 die einzige Losung.

1282 + 802 + 252 = 1532
722 4+ 60% + 252 = 972
322 + 722 + 812 = 1132

Alle Losungen sind in diesem Fall primitiv.

5. Fiir alle Terme gilt: Sind durch einen Term eine gewisse Anzahl von Losungen
moglich, so bleibt die Anzahl der Losungen bei Multiplikation des Terms mit 2™
die gleiche. Die Neutralitiat der Zahl 2 ist in diesem Zusammenhang bemerkenswert.

Beispiele:
22 +32=13 A+ =c
12 452 =26 (b—a)*+ (a+b)* =2¢
4% 4 6% = 52 (2a)* + (2b)* = 4¢

Kommentar (PB): Hier bricht die Darstellung ab.
Alle ungeraden Zahlen gehioren genau einer der vier Restklassen [—3]g, [—1]g, [1]g
und [3]g an. Aus der Tabelle 2 ist ersichtlich, dass offenbar gilt

o 2y € [—3]g oder zp, € [1]g
o sn € [—1]g oder sp, € [1]g
o i, € [3]g oderty, € [1]g

Dies kann man auch beweisen, indem man z.B. die Annahmen z,, € [—1]g und
Zny € (3]g 2u einem Widerspruch fiihrt.

Aus den weiteren Bemerkungen Glocklers ist mir nicht immer eindeutig ersichtlich,
was jeweils gemeint ist. Ich fiige daher eine Kopie der letzten beiden Seiten bei. Ob
es einen Zusammenhang zwischen einerseits der Primfaktorzerlequng der Terme
Znw, Snu und tny, und andererseits deren Eigenschaft gibt, primitiv oder imprimitiv
zu sein, bedarf einer weiteren Untersuchung.
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