Zahlenphanomene im Umkreis
pythagoraischer Dreiecke

Georg Glockler*

1 Einfihrung

Pythagoraische Dreiecke sind rechtwinklige Dreiecke, deren Seiten natiirliche Zahlen als
Mafzahlen haben. Das bekannteste unter ihnen ist das sog. dgyptische Dreieck mit den
Mafzahlen 3, 4 und 5. Der fiir rechtwinklige Dreiecke allgemeingiiltige Satz des Pytha-
goras findet hier seine spezielle Anwendung, und zwar in der Form

32447 =57,
Sind allgemein x, y und z natiirliche Zahlen, die der Beziehung

22 4P = 22
geniigen, so nennt man das Tripel ein pythagoraisches. Dabei unterscheidet man primitive
und imprimitive Tripel. Bei den primitiven Tripeln ist der grofite gemeinsame Teiler
(x,y,z) der 3 Zahlen x, y und z gleich 1. Imprimitive Tripel sind z.B.

6% + 8% = 102 (6,8,10) = 2
63% + 602 = 87> (63,60,87) =3
492 4 168% = 1752 (49,168,175) =7

Diese lassen sich durch kiirzen auf ein primitives Basistripel zuriickfiihren:

3% 4+ 4% =5
212 + 202 = 292
7% + 242 = 252

*Undatierte Handschrift Nr.202, {ibertragen von Peter Baum. 26.11.2019



2 Allgebraische Charakterisierung pythagoraischer Tripel

Hier gibt es ganz verschiedene Mdoglichkeiten. Im Folgenden haben wir 2 dieser Moglich-
keiten erfafst.

x=p? - ¢ T=ZTpy=02n—-1)2n+2v+1)
y = 2pq (1) Yy=ymw =2v02n+v—1) (2)
z=p"+¢ 2=z =12+ 2n+v— 1)
fiir alle p > ¢ mit p = 2,3,4, ... fir alle n und v mit n =1,2,3, ...
und ¢ =1,2,3,... und v =1,2,3,...
Beispiele:
fiir p=3 und ¢ = 2 ist fir n =3 und v = 2 ist
5% + 122 = 132 452 + 28% = 532
fir p=3 und ¢ =1 ist fiir n =2 und v = 3 ist
8% + 62 = 107 27% 4 36% = 45

Auf Grund der Formeln (1) und (2) erhdlt man also sowohl primitive als auch imprimitive
Tripel.! In Tabelle 1 auf Seite 12 und Tabelle 2 auf Seite 13 sind die ersten pythagorii-
schen Tripel gem#f den Gleichungen (2) registriert.?

3 Das geometrische Umfeld eines pythagordischen Dreiecks

Aus der projektiven Geometrie ist bekannt, dass 3 Geraden in allgemeiner Lage das ebene
Punktfeld in 4 voneinander getrennte Kern-Gebiete gliedern. Verldngert man die Seiten
eines pythagoraischen Dreiecks zu vollstdndigen Geraden, so liegt der soeben beschriebene
Tatbestand in spezieller Form vor. Nun hat jedes Dreieck einen Inkreis und 3 Ankreise,
welche das Dreieck von aufsen beriihren. Jeder der 4 Kreise liegt dann in einem und nur
in einem der 4 beschriebenen Kern-Gebiete, diese gwissermafen erfiillend (vgl. Zeichnung
1). Das ist im elementarsten Sinn ein schones Wechselverhéltnis zwischen den Zahlen 3
und 4.

!Setzt man in Formel (1) p = 2n +v — 1 und ¢ = v, erhilt man wegen p*> —¢®> = (p—¢q) (p+¢q) =
(2n — 1) (2n + 2v — 1) die Formel (2) (P.B.).

2Im Manuskript fehlen Tabellen. Die hier eingefiigten Tabellen stammen aus Glocklers Nachlass in der
Mathematisch-Astronomischen Sektion (P.B.)



Abbildung 1: Kern-Gebiete und Ankreise

4 Die Radien der vier Beriihrkreise

Die Radien lassen sich auf verschiedene Weise berechnen. Am bekanntesten ist zunéchst
die sogenannte Heron’sche Formel? fiir die Berechnung des Inkreises eines beliebigen
Dreiecks: Sind a, b und c die Seiten eines beliebigen Dreiecks und s = % (a+b+c) der
halbe Umfang, dann ldsst sich der Radius des Inkreises nach folgender Formel berechnen:

ri:\/(s—a)(s—b)(s—c)

S

(3)

Fiir das dgyptische Dreieck ergeben sich dann folgende Werte:

3+4+5
s=——=6
2
s—a=6—-3=3
s—b=6—-4=2
s—c=6—-5=1
also
3-2-1
Ty = =1
6

Das dgyptische Dreieck ist das einzige mit diesem Inkreisradius. Das ist nicht das allein
Bemerkenswerte. Betrachten wir irgendein anderes beliebiges pythagoraisches Dreieck,

3Heron von Alexandria um 150 v.Chr.



z.B. 7% + 24% = 252; hier ist

7+24+ 25
s:f:
s—a=28—-7=21
s—b=28—24=14
§s—c=28—25=3

21-4-3
=Ty 70

Das Erstaunliche scheint dabei zu sein, dass alle pythagoraischen Dreiecke einen Inkreis-
radius haben, der eine natiirliche Zahl ist. Die Frage dabei ist, ob dies auch in gleicher
Weise auf die Ankreis-Radien zutrifft. Dazu bedarf es einer eingehenden Untersuchung.

28

Dann gilt

4.1 Erste Berechnung der Radien der vier Beriihrkreise

Zuniichst berechnen wir r; mit der Heron’schen Formel (3). Dann ist mit 22 + y? = 22

r+y+z

und deshalb

re — z+y—a)(z+z—y)(x+y—2)
L 4(x+y+2)

. 2ey (x+y — 2)
‘ 4(x+y+2)

Nun ist wegen 2% = 2% + 2 auch (z + y)2 = 2y + 22, woraus dann
(z4+y)? -2 =@+y+z)(z+ty—2) =2zy
folgt. Damit ergibt sich also fiir r;:

1
=g @ty -2) 4
Ein iiberraschend einfaches Ergebnis. Man erkennt schon hier, dass fiir alle pythagorai-
schen Dreiecke r; eine natiirliche Zahl sein mufs: Fiir alle primitiven Tripel ist ndmlich
entweder x oder y ungerade und somit auch z. Sind sowohl x als auch y gerade, dann ist
auch z gerade.



Abbildung 2: Ankreisrradien

Zur Berechnung der drei Ankreisradien 71, o und r3 gehen wir von der geometrischen
Figur der Abbildung 2 aus. Diese enthélt alle Winkelhalbierenden der Innenwinkel und
auch die drei &ufteren Winkelhalbierenden. Mit Hilfe der eingezeichneten Quadrate lassen
sich nun leicht diejenigen Strecken bestimmen, aus deren Proportionen unter Anwendung

von Strahlensatzen sich die drei Ankreisradien berechnen lassen.

Berechnung von ry:

2. Strahlensatz mit Zentrum P und den Strahlen PQ und PM;

Daraus folgt

Berechnung von rs:

Yy—ri T

y+nr 1
iy
ry =
Y —2r

2. Strahlensatz mit Zentrum R und den Strahlen RQ) und RM>

Daraus folgt

Berechnung von r3:

xr—T; T3

X+ T2 9

;T

Tro =
ZL‘—QT‘Z'

2. Strahlensatz mit Zentrum R und den Strahlen RQ und RMs3

r—Tr ™

rs — T rs3



Daraus folgt

T

(7)

ry =
2r1 —x

Die Formeln (5), (6) und (7) kénnen noch umgeschrieben werden, indem man sich stiarker
auf das Ausgangstripel x, y und z bezieht. Es ist ndmlich nach (4) und (5) z.B.

= iy
Yy—x—yY-+z
ry = Zriyx 8)
Entsprechend gilt
iy
= 9
i (9)
Ty
_ ‘ 10
By 1o

Ein Beispiel: Es sei 452 + 282 = 532 gegeben. Dann ist zunichst nach (4)
1
ri= (45 +28 = 53) = 10

weiter ergibt sich

10 - 28 10 - 45 3545

= — 7_1 = —
58210 > 2 8 o T

E VT

4.2 Zweite Berechnung der Radien der 4 Beriihrkreise

Bemerkenswert ist die Tasache, dass sich alle Radien aus den Tripelzahlen x, y und z
unmittelbar berechnen lassen:

Zunéchst ist nach (4)
ri==(x+y—2)

Aus (4) und (5) folgt dann weiter

bt @ty—2y
17 Yy—r—y+=z
1 :cy+y2fzy
rH=--—-—:-"
2 zZ—x
1 zy++22—22— 2y
r = < -
2 zZ—x
. _ 1l (z+z)(z—2)—y(z—2x)
1_2 zZ—x
1
rlzi(z—}—x—y) (11)



Entsprechend erhélt man

ro=—(z+y—x)

N =N

ry = (a:—i—y—i—z)

4.3 Dritte und vierte Berechnung der Radien der 4 Beriihrkreise

Diese Berechnung ergibt sich unter Anwendung der Formeln (1) und (2). Wir fasssen die

Ergebnisse in einer Rubrik zusammen.

m rm =1 (p,q) Tm =1 (n,V)

i ri=q(p—q) =v(2n—1)

1 r=p(p—q) =2n—-1)2n+v-—1)

2 ro =q(p+q) =v(2n+2v—-1)

3 rs=p(p+q) =2n+v—-1)2n+2v-1)

(14)

Spétestens hier erkennt man unmittelbar die erstaunliche Tatsache, dass alle Radien den

Wert von natiirlichen Zahlen haben.

Die pythagoraischen Dreiecke sind dadurch wesentlich charakterisiert, dass die Radien
ihrer Beriihrkreise natiirliche Zahlen sind. Dass diese Charakterisierung aber nicht aus-
schlieklich fiir pythagoraische Dreiecke gilt, zeigt das folgende Beispiel eines allgemeinen

Dreiecks:
a=15 b=14 c=13
denn es ist zunachst

15+144+13
SZLZZI

und damit

4.4 Einige Beispiele der Berechnung von Beriihrkreisradien

1. Fiir p=3 und ¢ = 2 ist 52 4+ 122 = 13%. Dann ist

ri=2-(3-2)=2
r=3-(3-2)=

ro=2-(3+2) =10
rs=3-(3+2) =15



2. Fiir n = 3 und v = 2 ist 452 + 282 = 532. Dann ist

ri=2-5=10
r1=5-7=235
ro=2-9=18
rs3=9-7=063

3. Fiir z = 33, y = 56 und z = 65 ist 332 + 562 = 652. Dann ist

1
ri = 5 (33456 — 65) = 12

—_

r = - (65 + 33 — 56) = 21

— N

ry = = (65 + 56 — 33) = 44

=N

r3:§(33+56—|—65) =77
4. Fiir z = 21, y = 20 und z = 29 ist 212 + 202 = 292. Dann ist

1
ri = (21420 - 20) = 6
20

T1—§6:15
21
ro= G 6=14
21-20
=2 6=35
"= 7809

4.5 Speziell Aufgabe

Welche pythagordischen Dreiecke haben den Inkreisradius r; = 36 7
Losung: Wir legen die linke Formel in (14) zu Grunde, weil wir damit auch alle imprimi-
tiven Tripel mit der vorgegebenen Eigenschaft erfassen kénnen.
Dazu miissen wir die Zahl 36 in alle moglichen Produkte von 2 Faktoren zerlegen um sie
mit dem Produkt r; = ¢ (p — ¢) identifizieren zu kénnen.
36 =1-36

=2-18

=3-12

=4-9

=6-6
Es ergelien sich also 9 = 32 verschiedene pythagoriische Dreiecke mit dem Inkreisradius
r; = 36.

“Im imprimitiven Fall hat Glockler im Folgenden das zugehérige primitive Tripel und dessen Inkreis-
radius 7; berechnet (P.B.)




. ¢q=1,p—q=36, p=37 und nach Formel (1)

13682 + 74* = 1370? imprimitiv (= 7)
684% 4 377 = 685> primitive Form (= pF)

Entsprechend
.q=36,p—q=1,p=37

732 4 2664° = 26652 pF
.q=2,p—q=18,p=20
3962 + 802 = 4042 i
992 + 20% = 1012 ri =9
.q=18,p—q=2,p=20
762 + 720% = 7242 i
192 + 1802 = 1812 ri =9
q=3,p—q=12,p=15
2162 4 90% = 2342 i
122 + 52 =132 ri=2
.q=12,p—q=3,p=15
812 + 360% = 3692 i
9% +40% = 41? ri =4
.q=4,p—q=9,p=13
153% + 1042 = 1852 pF
. q=9,p—q=4,p=13
882 + 2342 = 2502 i
44% + 1172 = 1252 r; =18
. q=06,p—qg=06,p=12

1082 + 1442 = 1802 i
3°+42 =5 ri =1



4.6 Uber die Beziehungen der 4 Beriihrradien untereinander und ihre
Beziehungen zum Grund-Tripel x, y und z

1. Die folgenden Gleichungen folgen recht unmittelbar aus den Formeln (14):

r3=T1;+ 711+ (15)

rs :Tr1 =T :T3 (16)
ri-rier2 T3 = [pg(p— q) (p+ @) (17)
rieriorerrs=p2n—-1)2n+2v—1)2n+v — 1)]2 (18)

ri+rit+ro+rs=x+y+z (19)

r24ridrs 43 =2t 4y + 22 =227 (20)
ri-(ri+redry)+ri-reo+re-rs+r3ri=c-y+y-z+z-w (21)
(22)

7"1-7“2—{—7‘2'7‘3—}—1"3-7"1:7'% 22
2.
r=T3—T2 Z—T =T —T;
y=r3—r1 Z—y=r1-" (23)
Z=T3—T; Yy—r=mrTro—T1

(z-a2)+(E-y+—z)=2(z-2)
= (2¢)° (24)
= (2v)”
Die Bedeutung der Differenzen als Abstédnde entsprechender Beriihrpunkte auf den

Seiten des pythagoriischen Dreiecks ersehe man aus der Zeichnung® 3.

3. Die Zeichnung 4 verdeutlicht die Teilung jeder Seite durch die Winkelhalbieren-
de, die durch den Eckpunkt hindurchgeht, welcher der jeweiligen Seite des pyth.
Dreiecks gegeniiber liegt:

P TR : TRQ =2
QIp:TpR=1y:z
RIG:TogP =x:y
Den letzten Proportionen liegt der geometrische Sachverhalt zu Grunde, nach dem

die Winelhalbierenden eines Dreiecks die gegeniiber liegende Seite im Verhaltnis
der anliegenden Seiten teilt.

®Die Zeichnungen 3 und 4 sind im Manuskript nicht vorhanden (P.B.).

10



4. Einige bemerkenswerten Summen: Alle folgenden Summen lassen sich aus den Glei-
chungen (1) und (14) unmittelbar bestimmen.

rtrs=z+z=22n+v—1)°
rodrs=z+y=2n+2v—1)>
ritrs=z+y=202n+v-17°-(2n-1)°
T+ =2

rit+re=y

Bemerkung 1. Die Summe x + y und die Differenz |y — x| des pythagoriischen Tripels
(x,y,z) sind Primzahlen der Form p = 8n £ 1 oder das Produkt aus ihnen.
Zwei einfache Beispiele dazu:

552 + 482 = 732 992 +20% = 1012
r+y =103 r+y=119
=8-13—1 =7-17=(8-1-1)(8-2+1)
ly—a[=7 ly— [ =79
=8-1-1 =8-10—1

11



10
11

12

X =(2n-1) (2n + 2v -1)

13

14

15
16

17

18

19

20,

21
22

23

24
25

26

27

28,

29

30
31

32

Yow =2v.(2n +v -1) wobei Xm? + Ym? = Zn? gilt mitn=1,2,3,---/v=1,2,3, -
Zn=vi+(2n +v-1)?
v=1 v=2 v=3 v=4 v=5
R+ g = 5 5 + 122 = 132| 7+ 247 = 2?! 9 402 = 417 112 + 60> = 612
2 2 - 2
152 + 8 = 17 212 + 202 = 292 2; : 322 B 4zzi 33° 562 = 657 392 + 802 = 892
2. 2 - 2 2. 2 - 2| 2 2 - 2 2 2 - 2 1252
352 + 122 = 37 452 + 282 = 53 552 + 482 = 73 65 722 = 97 g
632 + 16° = 65 777+ 36° = 85 91> + 60 = 109} 105° 887 = 1372 169°
1352 + 722 = 15%° -
2 2 = 2| 2 2 = 2) i 2 2 = 2) 9912
992 + 20 101 1172 + 44 125 e g = gl | 159 104 185 221
1432 + 24 = 1457 | 165 + 522 = 1732 1872 + 842 = 205° 2092 1202 = 2412 2817
1952 + 282 = 1977 | 2212 + 607 = 2292| 247 +  96% = 2652| 273? 1362 = 305° 3492
3152 + 1082 = 3332 . 4252

2 2 — 2 2 2 = 2 i 2 2 - 2 i
255% + 322 = 257 285° + 68 293 3 4+ 12t = gp! ) 48 152° = 377 ol
323 + 362 = 3257 | 3572 + 762 = 3652| 3912 + 120° = 409° 425° 168° = 4572] 592 = 509
3992 +  40° = 4017 | 4377 + 84> = 4452 475 + 132% = 49¥| 5137 184? = 5452 | 551% + - 601°

; 5672 + 144 = 5857

2 2 = 2 2 2 = 2| i 2 2 - 2 2 2 = 2
483 + 442 = 485 5252 + 92 533 a3i'a - qed = gwel U0 200 641 6512 + 260 7017
5752 + 482 = 5777 | 621° + 100 = 6292 6672 + 156 = 6857 7132 2162 = 7452 | 7592 + 280 = 809?

8752 + 300 = 925°

-4 2 - 2 2 2 = 2] 2 v = r 2 2 - 2| H

675° + 522 = @77 7257 + 108 733 775% + 168 793 825 232 857 w0+ 127 = ply
891 + 180> = 909’ o -

2 2 = 2 2 2 = 2 i 2 2 = 2 - 2 2 2
783% + 56 785 8372 + 116 845 gt « oGt = fopt | M8 248 977 },;959, - 320° = 1049
8992 + 60 = 9014 | 957 + 1242 = 9652] 1015 + 192° = 1033% 10732 264° = 1105 1131 + 340° = 11817
1023° + 642 = 1025% 1085% + 1322 = 10932 [11472 + 2042 = 11@] 12092 280° = 12417 (12712 + 360% = 13217

12872 + 216° = 1305°

2 2 - 2| 2 2 - 2] i 2 E 2| 2 2 - 2

1155° + 682 = 11577 |1221% + 140® = 1229 143 + 242 = 14520 |1358 296° = 13857 14192 + 380% = 1469
2 2 2
1295 + 722 = 12977 i1365% + 148% = 1373 1435? + 2287 = 1453’ 15057 312? = 15372 15;22 : 4(1)22 - 162:2i
14432 +  76° = 14457 15172 + 156° = 15252| 15912 + 240? = 160;| 16652 3282 = 16972 9* + 420° = 1789
17552 + 2522 = 17732 , - ..

2 2 = 2 2 2 = 2 H 2 2 - 2 3 = 2
15992 + 807 = 16017 (16772 + 1642 = 1685 105 + 2g° = 1o7! |1898 344° =1865° [1911° + 440° = 1961°
1763 + 842 = 17657 |1845% + 1722 = 18532| 1927 + 2642 = 19452 [20092 360> = 20417 |2091% + 460° = 21417
1935° + 882 = 19377 (20217 + 180% = 2029° |[21072 + 276° = 21252| 21937 3767 = 22252 {22792 + 4807 = 2329°

22952 + 288° = 2313° 24757 + 500> = 2525°

2 2 = 2 2 2 = 2) i 2 2 - 2 i
2115% + 922 = 21177 |2205% + 188% = 2213 pe5? + 332 = ooyl 12385 3922 = 2417 0t + 207 = mlzl
23037 + 962 = 23057 {23972 + 196° = 24057 2491? + 300° = 2509° 25857 408 = 26177 12679° + 5 '
2499° + 1007 = 25012 |25972 + 204° = 26052| 2695% + 3127 = 27132| 27932 4247 = 28257 (28912 + 5.

, 129072 + 3242 = 29257

2 2 = 2 2 2 - 2 H v 2 - 2 2 2 = 2|
27032 + 104> = 27057 2805 + 2122 = 2813 959 « &t = ggz) | 0008 440> = 3041 (31112 + 560% = 3161
2915° + 1082 = 29177 [30212 + 220° = 30292| 31272 + 336% = 3145° 32337 4562 = 3266 33392 + 580° = 33897

. 35752 + 600° = 3625°

31352 + 1122 = 31372 132452 + 2287 = 3253° 2 2 = 3373? 2 2 = 34972 i
1 2 33557 + 348 32| 3465 472 = 3497 Ty« o4 = 18
35912 + 360> = 3609 .

2 2 - 2 2 2 o 2) H 2 2 I VR 2 = 28602
3363% + 116> = 33657 |34772 + 2367 = 3485 399 + 40 = 4o12! |3795 488° = 3737 .?8;1? o+ 5297’ ‘_3869’
35992 + 120° = 36017 {37172 + 244? = 3725 3835 + 3727 = 3853? 3953’ 5042 = 39852 (4071 + 640° = 4121
38432 + 1247 = 3845%| [39652 + 2527 = 397§| 40872 + 3842 = 4105? | 4209° 5207 = 42412 |4331> + 660° = 43813

4347° + 396° = 4365° .

2+ 1282 = 40977 4221° + 2 = 42292 i 14473 536 = 2 145092 + 6807 = 46492

4095 260 8P+ A = dogd) 3 4505
12

Tabelle 1: Pythagoraische Zahlentripel 1



=3

X =(2n-1) (2n + 2v -1)

Yoo =2v (20 +v -1) wobei Kin? Y (= Zp 2 gilt mitn=1,2,3,---/v=1,2,3, -
Zo= Vi + (2n + v -1)?
v=6 vi= 7 v=8 v=9 v=10
132 + 847 = 352| 152 + 1127 = 1132] 172 + 1442 = 1452| 192 + 180° = 1812 212 +  220° = 2217
45° + 1082 = 1172, 5 ; . ) s . 632 + 2167 = 2557
= = i 2 2 = 2
gh g qmi = ampl i BE & QO 149 572 + 176 185 %+ af = oge 692 + 260° = 269
857 + 1322 = 1572 952 + 1682 = 193° 1052 + 208° = 233° 1152 + 2527 = 277 | 125% + 300° = 3257
2 % :
133% + 156% = 2057 2422i

1008 = 4033* 1162¢

3905° +

1188%

1322 =
1224
1260*

475

49412 + 1420°

5229% + 1460° =

13

Tabelle 2: Pythagoraische Zahlentripel 2
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