
Zahlenphänomene im Umkreis
pythagoräischer Dreiecke

Georg Glöckler∗

1 Einführung

Pythagoräische Dreiecke sind rechtwinklige Dreiecke, deren Seiten natürliche Zahlen als
Maßzahlen haben. Das bekannteste unter ihnen ist das sog. ägyptische Dreieck mit den
Maßzahlen 3, 4 und 5. Der für rechtwinklige Dreiecke allgemeingültige Satz des Pytha-
goras findet hier seine spezielle Anwendung, und zwar in der Form

32 + 42 = 52 .

Sind allgemein x, y und z natürliche Zahlen, die der Beziehung

x2 + y2 = z2

genügen, so nennt man das Tripel ein pythagoräisches. Dabei unterscheidet man primitive
und imprimitive Tripel. Bei den primitiven Tripeln ist der größte gemeinsame Teiler
(x, y, z) der 3 Zahlen x, y und z gleich 1. Imprimitive Tripel sind z.B.

62 + 82 = 102 (6, 8, 10) = 2

632 + 602 = 872 (63, 60, 87) = 3

492 + 1682 = 1752 (49, 168, 175) = 7

Diese lassen sich durch kürzen auf ein primitives Basistripel zurückführen:

32 + 42 = 52

212 + 202 = 292

72 + 242 = 252

∗Undatierte Handschrift Nr.202, übertragen von Peter Baum. 26.11.2019
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2 Allgebraische Charakterisierung pythagoräischer Tripel

Hier gibt es ganz verschiedene Möglichkeiten. Im Folgenden haben wir 2 dieser Möglich-
keiten erfaßt.

x = p2 − q2

y = 2pq (1)

z = p2 + q2

für alle p > q mit p = 2, 3, 4, . . .
und q = 1, 2, 3, . . .

x = xnν = (2n− 1) (2n+ 2ν + 1)

y = ynν = 2ν (2n+ ν − 1) (2)

z = znν = ν2 + (2n+ ν − 1)2

für alle n und ν mit n = 1, 2, 3, . . .
und ν = 1, 2, 3, . . .

Beispiele:

für p = 3 und q = 2 ist

52 + 122 = 132

für p = 3 und q = 1 ist

82 + 62 = 102

für n = 3 und ν = 2 ist

452 + 282 = 532

für n = 2 und ν = 3 ist

272 + 362 = 452

Auf Grund der Formeln (1) und (2) erhält man also sowohl primitive als auch imprimitive
Tripel.1 In Tabelle 1 auf Seite 12 und Tabelle 2 auf Seite 13 sind die ersten pythagoräi-
schen Tripel gemäß den Gleichungen (2) registriert.2

3 Das geometrische Umfeld eines pythagoräischen Dreiecks

Aus der projektiven Geometrie ist bekannt, dass 3 Geraden in allgemeiner Lage das ebene
Punktfeld in 4 voneinander getrennte Kern-Gebiete gliedern. Verlängert man die Seiten
eines pythagoräischen Dreiecks zu vollständigen Geraden, so liegt der soeben beschriebene
Tatbestand in spezieller Form vor. Nun hat jedes Dreieck einen Inkreis und 3 Ankreise,
welche das Dreieck von außen berühren. Jeder der 4 Kreise liegt dann in einem und nur
in einem der 4 beschriebenen Kern-Gebiete, diese gwissermaßen erfüllend (vgl. Zeichnung
1). Das ist im elementarsten Sinn ein schönes Wechselverhältnis zwischen den Zahlen 3
und 4.

1Setzt man in Formel (1) p = 2n + ν − 1 und q = ν, erhält man wegen p2 − q2 = (p− q) (p+ q) =
(2n− 1) (2n+ 2ν − 1) die Formel (2) (P.B.).

2Im Manuskript fehlen Tabellen. Die hier eingefügten Tabellen stammen aus Glöcklers Nachlass in der
Mathematisch-Astronomischen Sektion (P.B.)
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Abbildung 1: Kern-Gebiete und Ankreise

4 Die Radien der vier Berührkreise

Die Radien lassen sich auf verschiedene Weise berechnen. Am bekanntesten ist zunächst
die sogenannte Heron’sche Formel3 für die Berechnung des Inkreises eines beliebigen
Dreiecks: Sind a, b und c die Seiten eines beliebigen Dreiecks und s = 1

2 (a+ b+ c) der
halbe Umfang, dann lässt sich der Radius des Inkreises nach folgender Formel berechnen:

ri =

√
(s− a) (s− b) (s− c)

s
(3)

Für das ägyptische Dreieck ergeben sich dann folgende Werte:

s =
3 + 4 + 5

2
= 6

s− a = 6− 3 = 3

s− b = 6− 4 = 2

s− c = 6− 5 = 1

also

ri =

√
3 · 2 · 1

6
= 1

Das ägyptische Dreieck ist das einzige mit diesem Inkreisradius. Das ist nicht das allein
Bemerkenswerte. Betrachten wir irgendein anderes beliebiges pythagoräisches Dreieck,

3Heron von Alexandria um 150 v.Chr.
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z.B. 72 + 242 = 252; hier ist

s =
7 + 24 + 25

2
= 28

s− a = 28− 7 = 21

s− b = 28− 24 = 4

s− c = 28− 25 = 3

Dann gilt

ri =

√
21 · 4 · 3

28
= 3

Das Erstaunliche scheint dabei zu sein, dass alle pythagoräischen Dreiecke einen Inkreis-
radius haben, der eine natürliche Zahl ist. Die Frage dabei ist, ob dies auch in gleicher
Weise auf die Ankreis-Radien zutrifft. Dazu bedarf es einer eingehenden Untersuchung.

4.1 Erste Berechnung der Radien der vier Berührkreise

Zunächst berechnen wir ri mit der Heron’schen Formel (3). Dann ist mit x2 + y2 = z2

s =
x+ y + z

2

und deshalb

ri =

√
(s− x) (s− y) (s− z)

s

ri =

√
(z + y − x) (z + x− y) (x+ y − z)

4 (x+ y + z)

ri =

√
2xy (x+ y − z)
4 (x+ y + z)

Nun ist wegen z2 = x2 + y2 auch (x+ y)2 = 2xy + z2, woraus dann

(x+ y)2 − z2 = (x+ y + z) (x+ y − z) = 2xy

folgt. Damit ergibt sich also für ri:

ri =
1

2
(x+ y − z) (4)

Ein überraschend einfaches Ergebnis. Man erkennt schon hier, dass für alle pythagoräi-
schen Dreiecke ri eine natürliche Zahl sein muß: Für alle primitiven Tripel ist nämlich
entweder x oder y ungerade und somit auch z. Sind sowohl x als auch y gerade, dann ist
auch z gerade.
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Abbildung 2: Ankreisrradien

Zur Berechnung der drei Ankreisradien r1, r2 und r3 gehen wir von der geometrischen
Figur der Abbildung 2 aus. Diese enthält alle Winkelhalbierenden der Innenwinkel und
auch die drei äußeren Winkelhalbierenden. Mit Hilfe der eingezeichneten Quadrate lassen
sich nun leicht diejenigen Strecken bestimmen, aus deren Proportionen unter Anwendung
von Strahlensätzen sich die drei Ankreisradien berechnen lassen.
Berechnung von r1:
2. Strahlensatz mit Zentrum P und den Strahlen PQ und PM1

y − ri
y + r1

=
ri
r1

Daraus folgt

r1 =
riy

y − 2ri
(5)

Berechnung von r2:
2. Strahlensatz mit Zentrum R und den Strahlen RQ und RM2

x− ri
x+ r2

=
ri
r2

Daraus folgt

r2 =
rix

x− 2ri
(6)

Berechnung von r3:
2. Strahlensatz mit Zentrum R und den Strahlen RQ und RM3

x− r1
r3 − x

=
r1
r3
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Daraus folgt

r3 =
r1x

2r1 − x
(7)

Die Formeln (5), (6) und (7) können noch umgeschrieben werden, indem man sich stärker
auf das Ausgangstripel x, y und z bezieht. Es ist nämlich nach (4) und (5) z.B.

r1 =
riy

y − x− y + z

r1 =
riy

z − x
(8)

Entsprechend gilt

r2 =
riy

z − y
(9)

r3 =
xy

(z − x) (z − y)
ri (10)

Ein Beispiel: Es sei 452 + 282 = 532 gegeben. Dann ist zunächst nach (4)

ri =
1

2
(45 + 28− 53) = 10

weiter ergibt sich

r1 =
10 · 28

28− 2 · 10
= 35 r2 =

10 · 45
45− 2ri

= 18 r3 =
35 · 45

2 · 35− 45
= 63

4.2 Zweite Berechnung der Radien der 4 Berührkreise

Bemerkenswert ist die Tasache, dass sich alle Radien aus den Tripelzahlen x, y und z
unmittelbar berechnen lassen:
Zunächst ist nach (4)

ri =
1

2
(x+ y − z)

Aus (4) und (5) folgt dann weiter

r1 =
1

2
· (x+ y − z) y
y − x− y + z

r1 =
1

2
· xy + y2 − zy

z − x

r1 =
1

2
· xy ++z2 − x2 − zy

z − x

r1 =
1

2
· (z + x) (z − x)− y (z − x)

z − x

r1 =
1

2
(z + x− y) (11)
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Entsprechend erhält man

r2 =
1

2
(z + y − x) (12)

r3 =
1

2
(x+ y + z) (13)

4.3 Dritte und vierte Berechnung der Radien der 4 Berührkreise

Diese Berechnung ergibt sich unter Anwendung der Formeln (1) und (2). Wir fasssen die
Ergebnisse in einer Rubrik zusammen.

m rm = r (p, q) rm = r (n, ν)

i ri = q (p− q) = ν (2n− 1)

1 r1 = p (p− q) = (2n− 1) (2n+ ν − 1) (14)
2 r2 = q (p+ q) = ν (2n+ 2ν − 1)

3 r3 = p (p+ q) = (2n+ ν − 1) (2n+ 2ν − 1)

Spätestens hier erkennt man unmittelbar die erstaunliche Tatsache, dass alle Radien den
Wert von natürlichen Zahlen haben.
Die pythagoräischen Dreiecke sind dadurch wesentlich charakterisiert, dass die Radien
ihrer Berührkreise natürliche Zahlen sind. Dass diese Charakterisierung aber nicht aus-
schließlich für pythagoräische Dreiecke gilt, zeigt das folgende Beispiel eines allgemeinen
Dreiecks:

a = 15 b = 14 c = 13

denn es ist zunächst

s =
15 + 14 + 13

2
= 21

und damit

ri =

√
6 · 7 · 8
21

= 4

4.4 Einige Beispiele der Berechnung von Berührkreisradien

1. Für p = 3 und q = 2 ist 52 + 122 = 132. Dann ist

ri = 2 · (3− 2) = 2

r1 = 3 · (3− 2) = 3

r2 = 2 · (3 + 2) = 10

r3 = 3 · (3 + 2) = 15
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2. Für n = 3 und ν = 2 ist 452 + 282 = 532. Dann ist

ri = 2 · 5 = 10

r1 = 5 · 7 = 35

r2 = 2 · 9 = 18

r3 = 9 · 7 = 63

3. Für x = 33, y = 56 und z = 65 ist 332 + 562 = 652. Dann ist

ri =
1

2
(33 + 56− 65) = 12

r1 =
1

2
(65 + 33− 56) = 21

r2 =
1

2
(65 + 56− 33) = 44

r3 =
1

2
(33 + 56 + 65) = 77

4. Für x = 21, y = 20 und z = 29 ist 212 + 202 = 292. Dann ist

ri =
1

2
(21 + 20− 29) = 6

r1 =
20

8
· 6 = 15

r2 =
21

9
· 6 = 14

r3 =
21 · 20
8 · 9

· 6 = 35

4.5 Speziell Aufgabe

Welche pythagoräischen Dreiecke haben den Inkreisradius ri = 36 ?
Lösung: Wir legen die linke Formel in (14) zu Grunde, weil wir damit auch alle imprimi-
tiven Tripel mit der vorgegebenen Eigenschaft erfassen können.
Dazu müssen wir die Zahl 36 in alle möglichen Produkte von 2 Faktoren zerlegen um sie
mit dem Produkt ri = q (p− q) identifizieren zu können.

36 = 1 · 36
= 2 · 18
= 3 · 12
= 4 · 9
= 6 · 6

Es ergeben sich also 9 = 32 verschiedene pythagoräische Dreiecke mit dem Inkreisradius
ri = 36.4

4Im imprimitiven Fall hat Glöckler im Folgenden das zugehörige primitive Tripel und dessen Inkreis-
radius ri berechnet (P.B.)
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1. q = 1, p− q = 36, p = 37 und nach Formel (1)

13682 + 742 = 13702 imprimitiv (= i)

6842 + 372 = 6852 primitive Form (= pF)

Entsprechend
2. q = 36, p− q = 1, p = 37

732 + 26642 = 26652 pF

3. q = 2, p− q = 18, p = 20

3962 + 802 = 4042 i

992 + 202 = 1012 ri = 9

4. q = 18, p− q = 2, p = 20

762 + 7202 = 7242 i

192 + 1802 = 1812 ri = 9

5. q = 3, p− q = 12, p = 15

2162 + 902 = 2342 i

122 + 52 = 132 ri = 2

6. q = 12, p− q = 3, p = 15

812 + 3602 = 3692 i

92 + 402 = 412 ri = 4

7. q = 4, p− q = 9, p = 13

1532 + 1042 = 1852 pF

8. q = 9, p− q = 4, p = 13

882 + 2342 = 2502 i

442 + 1172 = 1252 ri = 18

9. q = 6, p− q = 6, p = 12

1082 + 1442 = 1802 i

32 + 42 = 52 ri = 1
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4.6 Über die Beziehungen der 4 Berührradien untereinander und ihre
Beziehungen zum Grund-Tripel x, y und z

1. Die folgenden Gleichungen folgen recht unmittelbar aus den Formeln (14):

r3 = ri + r1 + r2 (15)
ri : r1 = r2 : r3 (16)

ri · r1 · r2 · r3 = [pq (p− q) (p+ q)]2 (17)

ri · r1 · r2 · r3 = [ν (2n− 1) (2n+ 2ν − 1) (2n+ ν − 1)]2 (18)

ri + r1 + r2 + r3 = x+ y + z (19)

r2i + r21 + r22 + r23 = x2 + y2 + z2 = 2z2 (20)
ri · (r1 + r2 + r3) + r1 · r2 + r2 · r3 + r3 · r1 = x · y + y · z + z · x (21)

r1 · r2 + r2 · r3 + r3 · r1 = r23 (22)

2.

x = r3 − r2 z − x = r2 − ri
y = r3 − r1 z − y = r1 − ri (23)
z = r3 − ri y − x = r2 − r1

(z − x) + (z − y) + (y − x) = 2 (z − x)
= (2q)2 (24)

= (2ν)2

Die Bedeutung der Differenzen als Abstände entsprechender Berührpunkte auf den
Seiten des pythagoräischen Dreiecks ersehe man aus der Zeichnung5 3.

3. Die Zeichnung 4 verdeutlicht die Teilung jeder Seite durch die Winkelhalbieren-
de, die durch den Eckpunkt hindurchgeht, welcher der jeweiligen Seite des pyth.
Dreiecks gegenüber liegt:

PTR : TRQ = z : x

QTP : TPR = y : z

RTQ : TQP = x : y

Den letzten Proportionen liegt der geometrische Sachverhalt zu Grunde, nach dem
die Winelhalbierenden eines Dreiecks die gegenüber liegende Seite im Verhältnis
der anliegenden Seiten teilt.

5Die Zeichnungen 3 und 4 sind im Manuskript nicht vorhanden (P.B.).
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4. Einige bemerkenswerten Summen: Alle folgenden Summen lassen sich aus den Glei-
chungen (1) und (14) unmittelbar bestimmen.

r1 + r3 = z + x = 2 (2n+ ν − 1)2

r2 + r3 = z + y = (2n+ 2ν − 1)2

ri + r3 = x+ y = 2 (2n+ ν − 1)2 − (2n− 1)2

ri + r1 = x

ri + r2 = y

Bemerkung 1. Die Summe x + y und die Differenz |y − x| des pythagoräischen Tripels
(x,y,z) sind Primzahlen der Form p = 8n± 1 oder das Produkt aus ihnen.
Zwei einfache Beispiele dazu:

552 + 482 = 732 992 + 202 = 1012

x+ y = 103 x+ y = 119

= 8 · 13− 1 = 7 · 17 = (8 · 1− 1) (8 · 2 + 1)

|y − x| = 7 |y − x| = 79

= 8 · 1− 1 = 8 · 10− 1
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Tabelle 1: Pythagoräische Zahlentripel 1
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Tabelle 2: Pythagoräische Zahlentripel 2
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